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中间层厚度对三明治结构中 I 型断裂

能量释放率的影响研究
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摘要 三明治结构作为载荷传递和连接元件，广泛应用于航空航天、材料表征、柔性电子等领域.了解其断裂行

为和特点能为三明治结构连接件极限载荷的设计提供理论指导.基于改良弹性地基理论模型，本文提出了一种

计算能量释放率的新理论模型，模型中考虑中间层厚度对三明治结构 I 型断裂能量释放率的影响.结果表明，

中间层厚度对三明治结构 I 型断裂的影响存在两个部分：中间层剪切力的影响及中间层引起结构刚度增大的影

响.当无量纲中间层厚度取最大值 2时，传统模型与有限元计算结果存在 70%以上的误差；采用本文的模型可

以极大地提高精度，将误差降到 5%以内.相比改良弹性地基理论只适用于中间层厚度较小的情况，本理论模

型的适用范围更广.此外，利用本模型，本文选取了两个几何参数 (中间层厚度和裂纹初始长度)和一个材料参

数 (模量比)进行研究.讨论了剪切效应对结构几何和材料参数的敏感性. 在定载荷的基础上，讨论了几何和材

料参数对能量释放率的影响；并在假定结构断裂韧性不变的基础上，得到了几何和材料参数对三明治结构临界

载荷的影响规律.
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Abstract As a load transfer and connection element, the sandwich structure is widely used in aerospace, material

characterization, flexible electronics and other fields. Understanding its fracture behavior and characteristics can provide

theoretical guidance for designing the load capacity of the sandwich structure connector. In this paper, based on the

improved elastic foundation theoretical model, we proposed a new theoretical model to calculate the energy release rate
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of the sandwich structure. The theoretical model considered the effect of the interlayer thickness on the energy release

rate of the mode I fracture energy of the sandwich structure. Results showed that the influence of the middle layer on the

energy release rate of mode I fracture has two parts: the influence of the shear force of the middle layer and the effect of the

middle layer on the increase of structural stiffness. When the dimensionless interlayer thickness takes the maximum value

of 2, the energy release rate from the traditional model may have a deviation greater than 70%, compared with the finite

element calculation; our model can greatly improve the accuracy, and the error can be reduced to 5%. Compared with the

improved elastic foundation theory, which is only applicable to the case where the thickness of the middle layer is small,

the theoretical model has a wider range of applications. In addition, by using the present model, two geometric parameters

(intermediate layer thickness and initial crack length) and one material parameter (modulus ratio) were selected for the

study. The sensitivity of shear effect to structural geometry and material parameters was discussed. Based on the constant

load, the influence of geometric and material parameters on the energy release rate was discussed; and on the assumption

that the fracture toughness of the structure remains unchanged, the influence law of geometric and material parameters on

the critical load of the sandwich structure was obtained.

Key words sandwich structure, interlayer influence, interface shear, energy release rate, critical load

引 言

因其具有较高的比强度，较大的比刚度等优

点，三明治结构经常作为载荷传递和连接元件，广泛

应用于航空航天[1-2]、汽车应用[3-5]、船舶制造[6]、土

木工程结构[7-8]和表面粘结压电智能结构[9]等领域.

常见的三明治结构有金属胶层粘接三明治结构，泡

沫板三明治结构等. 三明治结构的力学行为直接决

定了其功能及服役寿命，因此对其力学行为的研究

引起了学者的广泛关注[7-8]. 对于三明治结构而言，

中间层的强度往往弱于上层和下层材料，这使得中

间层的失效机制直接决定了整体结构的失效机制[10].

因此，研究三明治结构中间层的断裂行为对该结构

的功能评价及寿命评估具有重要意义.

研究 I 型断裂模式是研究三明治结构断裂行

为的简单有效方法之一，因此众多学者研究了纯 I

型断裂模式下三明治结构的断裂行为，双悬臂

梁 (DCB)测试作为标准方法得到广泛应用[11]. 该实

验测试的主要优点是样品制备简单，实验操作容易

等. 通过该方法，研究人员可以测得结构的临界

载荷，再利用相关理论模型就可以确定 I 型断裂模

式下三明治结构的断裂韧性. 计算方法中，最简单

的是基于梁理论的方法来计算断裂韧性[12]. 但是，

该方法未考虑中间层的剪切性能[13]，也不能考虑非

中间层裂纹尖端处的旋转[14]. 鉴于此，Williams提

出了改进的梁理论，该理论考虑了初始裂纹长度的

根部旋转校正量，该量的引入将补偿裂纹尖端处非

中间层的旋转以及中间层的剪切性能[15]. 但是，

裂纹扩展过程中裂纹长度的监测是实验中的一个

技术难点. 接着，Moura提出了基于一致性的梁方

法，该方法使用了等效裂纹长度的概念，可以达到

无需监测裂纹扩展过程中裂纹长度的目的；此外，

Moura为了考虑裂纹尖端处的应力集中和试样的刚

度变化，为非中间层定义了等效的弯曲模量[16]. 之

后，Xie等[17]引入弯曲刚度的概念用于计算断裂韧

性. Mao等[10]提出了基于弹性梁理论的综合模型.接

着，Ouezdou等[18]通过修改 Kanninen地基模型[19]中

的等效弹簧刚度 k，确定了三明治结构的柔度和能量

释放率.另外，Penado[20]对地基模型中的等效弹簧刚

度 k进行了进一步修正，考虑了试样裂纹部分的剪

切变形效应对能量释放率的影响.

Ouezdou等[18]提出的理论模型是研究三明治

结构断裂韧性的一个经典模型，很多文献将其作

为参考来研究纯 I 型模式下三明治结构的断裂韧

性[21-28]，本文将其称为改良弹性地基理论模型. 改

良弹性地基理论模型是通过考虑有限长度的梁而获

得的，如图 1所示.三明治结构关于中间层的中心线

轴对称，x < 0的区域用欧拉--伯努利梁理论进行求

解，x > 0的区域用Winkler地基模型进行求解[18]，

最后通过两个区域的连续性等条件求得结构的能量

释放率. 已有发现，中间层厚度较小的时候，该模

型可以较好地预测三明治结构的断裂韧性[21-28]. 但

是，当中间层厚度较大的时候，该模型与实验结果有

一定的偏差[6] .通常情况下，三明治结构的中间层厚
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度较小，在0.1∼2.0 mm之间[29-30].近期，随着大型造

船结构等的兴起，中间层厚度较大 (10 mm左右)的

三明治结构相继出现，然而目前有关中间层较厚的

三明治结构的相关研究还很少[6] .所以，研究不同中

间层厚度对三明治结构断裂行为的影响具有重要的

科学和工程意义.

本文基于改良弹性地基理论模型，考虑中间层

厚度的影响，通过引入中间层剪切力的影响及中间

层厚度增大带来的结构刚度增大的影响，给出了适

用于不同中间层厚度的三明治结构断裂模型. 基于

新模型，在定载荷基础上，讨论了结构参数和材料

参数对三明治结构能量释放率的影响；在假定结构

断裂韧性不变的基础上，讨论了结构参数和材料参

数对临界载荷的影响.本文安排如下：第一节给出了

模型的建立及求解过程，并将新理论模型与改良弹

性地基理论模型进行了对比；第二节讨论了结构参

数和材料参数对能量释放率和临界载荷的影响.

1 模型描述

1.1 模型简介

三明治结构由上层、下层和中间层组成，如

图 1所示. 上层和下层的材料参数和几何参数可以

彼此相同或不同；本文假设上层和下层完全一致，

并将上层和下层统称为非中间层，将非中间层的弹

性模量和泊松比分别记为 E1，v1，厚度记为 h. 将中

间层的弹性模量和泊松比分别记为 E2，v2，厚度记

为 2t.假设三明治结构是各向同性的线弹性体.本文

将局部坐标系 x轴取在上层和中间层的界面处，规

定向右为正；原点固定在裂尖对应的 x轴的位置；

局部坐标系 z轴表示距界面的法向距离，规定向下

为正.三明治结构载荷示意图如图 2所示.

1.2 改良弹性地基理论模型及其局限性

引言中提到，改良弹性地基理论模型在中间层

厚度较大的情况下是不适用的. 本节对比了不同中

图1 三明治结构示意图

Fig. 1 Sandwich structure diagram

图2 三明治结构载荷示意图

Fig. 2 Load diagram of sandwich structure

间层厚度下，改良弹性地基理论模型与有限元模拟

求得的能量释放率.假设非中间层为钢材，取其材料

参数：弹性模量 E1 = 206 GPa，泊松比 v1 = 0.3；

假设中间层为环氧胶，一般环氧胶的弹性模量

为 2∼3 GPa[6]，本文取其材料参数为：弹性模量 E2 =

3 GPa，泊松比 v2 = 0.3.三明治结构其他的材料参数

与几何参数见表 1.本文称该有限元模型为有限元模

型 1，具体的模拟过程见附录 1.

表 1 有限元模型1的材料参数和几何参数

Table 1 Material and geometric parameters of

finite element model 1

E1/GPa E2/GPa 2t/mm h/mm a/mm

206 3 1∼20 10 50

E1/E2 b/mm 2t/h P/N B/mm

68.66 20 0.1∼2 300 100

不同中间层厚度下，改良弹性地基理论模型

与有限元模拟的能量释放率结果对比如图 3所示.

其中，红色实线代表改良弹性地基理论模型得到

的结果，黑色圆点代表有限元模拟得到的结果. 本

文定义中间层厚度 2t与非中间层厚度h的比值为无

量纲中间层厚度，记作 2t/h，并将其作为横坐标；

将 300 N载荷作用下得到的能量释放率记作 G，

将 x < 0区域非中间层等效为梁长为裂纹初始长

度的悬臂梁，并把其能量释放率定义为 G1. 定义比

值 G/G1为无量纲能量释放率，将其作为纵坐标.当

无量纲中间层厚度为 0.1时，经计算改良弹性地基模

型和有限元模拟结果的误差为 9%；当无量纲中间层

厚度为 2时，经计算该模型结果和有限元结果的误

差达到 70%.基于上述分析可知，改良弹性地基模型

仅适用于中间层厚度较小的情况 (2t/h < 0.1)，当中

间层厚度较大时，该模型误差明显.因此，为更加精

确地刻画中间层厚度较大的三明治结构的断裂行为,
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图3 能量释放率随无量纲中间层厚度的变化——改良弹性

地基理论模型与有限元模拟结果对比图

Fig. 3 Variation of dimensionless energy release rate with

dimensionless interlayer thickness —Comparison of improved elastic

foundation theoretical model and finite element simulation

需要建立新的理论模型.

1.3 新模型的建立及求解

1.3.1新模型建立的依据

考虑到改良弹性地基模型是基于一维模型进

行建模的，而有限元模型是基于二维模型进行建模

的，所以改良弹性地基模型并未考虑切向影响.当中

间层厚度增大时，作为切向一部分的中间层剪切力

的影响变得不容忽视. 为了验证中间层剪切力的影

响，本文取其一部分——界面剪切力来研究.因为弹

性地基模型中将界面处理为不同刚度的弹簧，所以

本文通过在 x > 0区域的非中间层和中间层界面处

施加黏聚力单元 (图 4红色处)并改变其切向模量，

建立了可以改变界面切向刚度的有限元模型，用来

揭示界面剪切力对能量释放率的影响. 本文称该有

限元模型为有限元模型 2，其示意图如图 4所示，材

料参数和几何参数的设置见表 2，具体的模拟过程见

附录 1.

图4 有限元模型 2的示意图

Fig. 4 Schematic diagram of finite element model 2

表 2 有限元模型2的材料参数和几何参数

Table 2 Material and geometric parameters of

finite element model 2

E1/GPa E2/GPa 2t/mm h/mm a/mm

206 3 5∼20 10 50

E1/E2 b/mm 2t/h P/N B/mm

68.66 20 0.5∼2.0 300 100

不同界面切向刚度下能量释放率随中间层厚

度的变化结果如图 5所示. 将无量纲中间层厚度作

为横坐标；将无量纲能量释放率为 G/G1作为纵坐

标. 其中，红色实线代表改良弹性地基模型的结果，

黑色线代表不同界面切向刚度下有限元模型 2的结

果，蓝色实线代表有限元模型 1的结果.可以发现，

当界面粘聚力单元的切向模量为 1 MPa时，即界面

切向刚度较小时，有限元模型 2结果与改良弹性地

基模型得到的结果接近. 当界面黏聚力单元的切向

模量逐渐增大时，有限元模型 2结果逐渐趋向于有

限元模型 1的结果，并最终收敛于有限元模型 1的

结果.所以，界面切向刚度对能量释放率有很大影响.

又因为界面切向刚度与中间层剪切力直接相关，所

以考虑中间层剪切力对能量释放率的影响是很有必

要的.

图5 不同界面切向模量下无量纲能量释放率随

无量纲中间层厚度的变化

Fig. 5 Variation of dimensionless energy release rate with dimensionless

interlayer thickness at different interface tangential modulus

同时，改良弹性地基模型中只考虑了非中间层

部分的结构刚度，未考虑中间层的结构刚度.随着中

间层厚度的增大，x < 0区域中间层结构刚度不可忽

视，所以考虑中间层厚度增大带来的 x < 0区域整体

结构刚度增大的影响也是很有必要的.
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1.3.2引入中间层剪切力的影响

本节引入中间层剪切力的影响来计算三明治结

构的能量释放率. 假设 ui 和 wi 分别表示沿 x轴和

沿 z轴的位移，ui0表示非中间层的中平面沿 x轴的

位移 (i = 1,2分别表示非中间层和中间层，i = 1x−,

1x+ 分别表示 x < 0区域的非中间层和 x > 0区域

的非中间层)，假设 y方向上的宽度为 b (垂直于图平

面)，并假设结构处于平面应变状态.

对于 x < 0区域，根据欧拉梁理论，非中间层某

个点沿 x轴和沿 z轴的位移由下式给出

u(1x−) = u(1x−0) −
(
z+

h
2

)
dw(1x−)

dx
(1)

w(1x−) = w(1x−) (x) (2)

x < 0区域长度为 dx的非中间层微元体受力图如

图 6所示.

图6 非中间层，长度为 dx的微元体受力平衡图

Fig. 6 Non-interlayer force balance diagram of microelements

with length dx

考虑到非中间层微元体的受力平衡，可以得到

以下微分方程

dN(1x−)

dx
= 0

dV(1x−)

dx
= 0

dM(1x−)

dx
= V(1x−)



(3)

其中，Ni，Vi 和 Mi 分别表示单位宽度的轴向力，剪

切力和弯矩.根据材料力学的相关定义，可以得到轴

力和弯矩的表达式

N(1x−) =

∫

(A(1x− ))
(σxx)(1x−)dA =

E1A(1x−)
du(1x−0)

dx
(4)

M(1x−) =

∫

(A(1x− ))
(σxx)(1x−)

(
z+

h
2

)
dA =

−E1I(1x−)
d2w(1x−)

dx2
(5)

其中，因为假设非中间层的横截面为矩形截面，所以

其惯性矩为 I = bh3/12.

通过将式 (4)和式 (5)代入式 (3)可以得到以下

控制微分方程

E1A(1x−)
d2u(1x−0)

dx2
= 0

E1I(1x−)
d4w(1x−)

dx4
= 0


(6)

对于 x > 0区域,根据欧拉梁理论，非中间层某个点

沿 x轴和沿 z轴的位移由下式给出

u(1x+) = u(1x+0) − (z+
h
2

)
dw(1x+)

dx
(7)

w(1x+) = w(1x+) (x) (8)

为了模型计算简便，中间层只考虑了沿 x轴的

位移.因为结构是关于中间层中心线完全对称的 (见

图 7)，所以中间层的水平位移可表示为

u2 = a1z2 + b1z+ c1 (9)

(a)

图7 非中间层 (a)和中间层 (b)，长度为 dx的微元体受力平衡图

Fig.7 Non- interlayer (a) and interlayer (b), the force balance diagram

of microelements with length dx

x > 0区域长度为 dx的中间层和非中间层的微

元体受力图如图所示. 考虑到非中间层微元体的平

衡，可以得到以下微分方程

dN(1x+)

dx
= −τ(x)b

dV(1x+)

dx
= −σ(x)b

dM(1x+)

dx
= V(1x+) − τ(x)

bh
2



(10)
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考虑中间层微元体的平衡，可以得到以下微分

方程
dN2

dx
= 2τ(x)b (11)

其中 Ni，Vi 和 Mi 分别表示单位宽度的轴向力，剪切

力和弯矩.根据材料力学的相关定义，可以得到轴力

和弯矩的表达式

N(1x+) =

∫

(A(1x+ ))
(σxx)(1x+)dA = E1A(1x+)

du(1x+0)

dx
(12)

N2 =

∫

(A2)
(σxx)2dA =

bE2

(
da1

dx
8t3

3
+

db1

dx
2t2 +

dc1

dx
2t

)
(13)

M(1x+) =

∫

(A(1x+ ))
(σxx)(1x+)

(
z+

h
2

)
dA =

−E1I(1x+)
d2w(1x+)

dx2
(14)

其中，A1x+ = bh表示非中间层的截面积，A2 = 2bt表

示中间层的截面积. 因为假设非中间层的横截面为

矩形截面，所以其惯性矩为 I = bh3/12.

通过将式 (12)∼式 (14)代入式 (10)和式 (11)，

可以得到以下控制微分方程

E1A2
du(1x+0)

dx
= −τ(x)b (15a)

−E1I(1x+)
d4w(1x+)

dx4
= −σ(x)b− dτ(x)

dx
bh
2

(15b)

bE2

(
d2a1

dx2

8t3

3
+

d2b1

dx2
2t2 +

d2c1

dx2
2t

)
= 2τ(x)b (16)

因为采用了弹性地基模型，界面正应力可表示为

σ(x) = −kw(1x+) = −E2

t
w(1x+) (17)

因为在界面处，中间层与非中间层的位移是连续

的，所以可以得到以下等式

z = 0 , u2 = u(1x+) (18)

根据中间层位移和应力的关系，非中间层与中间层

界面上的切应力可以表示为

z = 0 , τ(x) = G
∂u2

∂z
(19)

由于结构关于中间层的中心轴对称，所以中间层中

心轴的切应力必然为 0，即

z = t , τ(x) = G
∂u2

∂z
= 0 (20)

联立式 (15)∼式 (20)后，可得到各个量之间的

表达式

2(1+ v2)
9

E1

E2
t2h2 d6w(1x+)

dx6
−

(
4
3

th +
h2

3
E1

E2

)
d4w(1x+)

dx4
+

8t(1 + v2)
3h

d2w(1x+)

dx2
−

(
4
h2

E2

E1
+

4
ht

)
w(1x+) = 0 (21a)

b1 =

E1

9G
t2h2 d5w(1x+)

dx5
− th

d3w(1x+)

dx3
+

4tE2

3Gh

dw(1x+)

dx

2G

(
1
E2

+
t

hE1

) (21b)

a1 =
−b1

2t
(21c)

u(1x+0) − h
2

dw(1x+)

dx
= c1 (21d)

E1A(1x+)
du(1x+0)

dx
= −τ(x)b (21e)

hE1
d2u(1x+0)

dx2
= −Gb1 (21f)

观察式 (21)可以发现，其他的值都可以用

u(1x+0), w(1x+) 直接表示. 所以，只要通过求解得

到 u(1x+0), w(1x+) 的表达式就可以得到式中所有的量.

u(1x+0)对应的方程为

hE1
d2u(1x+0)

dx2
= −Gb1 (22)

所以最终 x > 0区域需要求解的方程为

hE1
d2u(1x+0)

dx2
= −Gb1 (23a)

2(1+ v2)
9

E1

E2
t2h2 d6w(1x+)

dx6
−

(
4
3

th +
h2

3
E1

E2

)
d4w(1x+)

dx4
+

8t(1 + v2)
3h

d2w(1x+)

dx2
−

(
4
h2

E2

E1
+

4
ht

)
w(1x+) = 0 (23b)

接下来，求所有方程组的解.

对于 x < 0区域，方程组为

E1A(1x−)
d2u(1x−0)

dx2
= 0

E1I(1x−)
d4w(1x−)

dx4
= 0


(24)

可得其解为

u(1x−0) = m1x + m2

w(1x−) = Ax3 + Bx2 + Cx+ D


(25)

对于 x > 0区域，方程组为

hE1
d2u(1x+0)

dx2
= −Gb1 (26a)
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2(1+ v2)
9

E1

E2
t2h2 d6w(1x+)

dx6
−

(
4
3

th +
h2

3
E1

E2

)
d4w(1x+)

dx4
+

8t(1 + v2)
3h

d2w(1x+)

dx2
−

(
4
h2

E2

E1
+

4
ht

)
w(1x+) = 0 (26b)

对于式 (26a)，其解为

u(1x+0) =

∫ {∫ [
− (Gb1)/(hE1)

]
dx + n1

}
dx + n2 (27)

对于式 (26b)这个六阶常微分方程，其特征方程为

2(1+ v2)E1t2h2

9E2
r6 −

(
4
3

th +
h2

3
E1

E2

)
r4+

8t(1 + v2)
3h

r2 −
(

4E2

h2E1
+

4
ht

)
= 0 (28)

公式的解有以下两种情况：

(1)当其特征根全为实根时，解为

w(1x+) = C1e(−r1x) + C2e(−r2x) + C3e(−r3x)+

C4er1x + C5er2x + C6er3x (29)

(2)当其特征根为一实根两虚根时，解为

w(1x+) = C1e(−r1x) + e(−r2x)(C2 cos(r3x) + C3 sin(r3x))+

C4er1x + er2x(C5 cos(r3x) + C6 sin(r3x) (30)

又因为在 x较大时，w(1x+) 衰减到 0，所以对于

情况 (1)和 (2)都可以得到 C4 = C5 = C6 = 0.

图 2显示了载荷作用下的三明治结构. 边界条

件和连续条件对应的公式为

V1x− (x = −a, z = −h) = P (31a)

M1x−

(
x = −a, z = −h

2

)
= 0 (31b)

N1x−

(
x = −a, z = −h

2

)
= 0 (31c)

N1x+

(
x = B− a, z = −h

2

)
= 0 (31d)

u1x+ (x = B− a, z = −h) = 0 (31e)

w1x− (x = 0) = w1x+ (x = 0) (31f)

dw1x−

dx

∣∣∣∣∣
(x=0)

=
dw1x+

dx

∣∣∣∣∣
(x=0)

(31g)

V1x− (x = 0) = V1x+ (x = 0) (31h)

M1x− (x = 0) = M1x+ (x = 0) (31i)

u1x− (x = 0) = u1x+ (x = 0) (31j)

N1x− (x = 0) = N1x+ (x = 0) (31k)

公式中，各项的意义如下.

在非中间层的左端部分分别施加的载荷条件

为：

(a)左端 (x = −a)处剪力为 P；

(b)左端 (x = −a)弯矩为 0；

(c)左端 (x = −a)轴力为 0；

在非中间层的右端部分分别施加的载荷和约束

条件为：

(d)右端 (x = B− a)轴力为 0；

(e)右端最上端 (x = B− a)u = 0；

在模型 x = 0处，作为两个部分的连续，有一定

的连续性条件：

(f)中间 (x = 0)挠度连续；

(g)中间 (x = 0)转角连续；

(h)中间 (x = 0)剪力连续；

(i)中间 (x = 0)弯矩连续；

(j)中间 (x = 0)位移 u连续；

(k)中间 (x = 0)轴力连续.

将微分方程中的各关系代入式(31)，可发现边

界条件和连续条件都可以用 u(1x−0)，w(1x−)，u(1x+0)，

w(1x+) 来表示. 又因为求得 u(1x−0)，w(1x−)，u(1x+0)，

w(1x+) 的解共有 11个未知系数，分别为 m1, m2, A,

B, C, D, n1, n2, C1, C2, C3. 将 u(1x−0)，w(1x−)，u(1x+0)，

w(1x+) 解的表达式代入边界条件和连续条件中，最终

将会得到 11个有 11个未知数的十一元一次线性方

程.

通过 MATLAB 对该方程组进行求解，11个

未知数便可以得知. 再将其带回到 u(1x−0)，w(1x−)，

u(1x+0)，w(1x+) 的解中.最终得到 u(1x−0)，w(1x−)，u(1x+0)，

w(1x+) (具体的 MATLAB 求解过程代码见附录 2).

接下来用柔度法求解三明治结构的能量释放率.

根据柔度的定义，结构的柔度为

C =
2w(1x−)(x)

P

∣∣∣∣∣
x=−a

(32)

用柔度表示的能量释放率为

G = 2
P2

2b
dC
da

(33)

将求解后的各参数代入式 (25)得到 w(1x−)，再将其代

入式 (32)和式 (33)，即可得到引入中间层剪切力影

响的三明治结构的能量释放率.
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1.3.3引入中间层厚度增大带来的结构刚度增大的影

响

在 x < 0区域，改良弹性地基模型只考虑了非

中间层部分的结构刚度，但是随着中间层厚度的增

大，中间层对模型结构刚度的增大有显著影响.本节

引入中间层厚度增大带来的结构刚度增大的影响来

计算三明治结构的能量释放率. 将非中间层和中间

层当作一个复合梁处理，通过变化截面的方法[20]，

将中间层厚度增大带来的结构刚度增大的影响引入.

原理论和考虑刚度增大影响理论的横截面示意图如

图 8所示.

(a)原理论横截面 (b)新理论横截面

(a) Cross-section of original theory (b) Cross-section of new theory

图8 原理论和考虑刚度增大影响理论的横截面示意图

Fig. 8 Schematic cross-section of the original theory and the theory

considering the effect of increased stiffness

将有效的复合梁厚度记为 heff，其中

heff =
3

√
12I1

b
(34)

I1表示新截面即新理论模型横截面中性轴的惯性矩.

然后，通过减去 x < 0区域只考虑非中间层的悬臂梁

贡献的能量释放率 (即 1.2中提到的 G1 )，加上将非

中间层和中间层都考虑的等效复合悬臂梁贡献的能

量释放率，得到同时引入中间层剪切力的影响和中

间层厚度增大带来的结构刚度增大的影响的三明治

结构能量释放率表达式

G = 2
P2

2b
dC
da
− 12P2a2

E1h3b2
+

12P2a2

E1h3
eff

b2
(35)

1.4 改良弹性地基理论模型与新模型的对比

本文将考虑中间层剪切力影响的模型称为剪切

理论模型，将进一步考虑中间层厚度增大带来的结

构刚度增大影响的最终模型称为新理论模型. 比较

在不同参数下，分别由剪切理论模型、新理论模型

和改良弹性地基理论模型得到的能量释放率的值.

本节考虑两个几何参数——中间层厚度、裂纹初始

长度，一个材料参数——非中间层和中间层的模量

比.其中，改良弹性地基理论模型结果和剪切理论模

型结果的差体现了中间层剪切力对能量释放率的影

响，剪切理论模型结果与新理论模型结果的差体现

了中间层厚度增大带来的结构刚度增大对能量释放

率的影响.

(1)不同中间层厚度下，改良弹性地基模型与新

模型的对比. 本节研究不同中间层厚度下，改良弹

性地基模型与新模型的对比. 各参数取值为：取总

长 B为 100 mm，取 y方向上的宽度 b (垂直于图平

面)为 20 mm，取裂纹初始长度 a为 50 mm，取非中

间层厚度 h为 10 mm，取中间层厚度 2t为 1∼20 mm.

假设非中间层为钢材，取其材料参数为：弹性模

量 E1 = 206 GPa，泊松比 v1 = 0.3；假设中间层为环

氧胶，取其材料参数为：弹性模量 E2 = 3 GPa，泊松

比 v2 = 0.3. 取载荷 P = 300 N.将无量纲中间层厚

度 2t/h作为横坐标；将无量纲能量释放率 G/G1作

为纵坐标.

将三明治结构的材料参数和几何参数代入各理

论模型后，不同中间层厚度下，改良弹性地基模型与

新模型的对比结果如图所示.其中，红色实线代表改

良弹性地基理论模型得到的结果，蓝色虚线代表剪

切理论模型得到的结果，棕色点线代表新理论模型

得到的结果.可以发现，3个理论模型得到的能量释

放率随着中间层厚度的增大都是逐渐增大的. 当无

量纲中间层厚度为 0.1时，新理论模型结果和改良弹

性地基理论模型结果几乎重合；当无量纲中间层厚

度为 2时，经计算新理论模型结果与改良弹性地基

理论模型结果的误差达到 44%. 随着中间层厚度的

增大，改良弹性地基理论模型结果和剪切理论模型

结果的差越大，即中间层剪切力对能量释放率的影

响越大；剪切理论模型结果与新理论模型结果的差

也越大，即结构刚度增大对能量释放率的影响越大.

所以，在同样的载荷作用下，当其他量保持不变时，

中间层剪切力和结构刚度增大对能量释放率的影响

随着无量纲中间层厚度增大而增大.

同时，可以发现，新理论模型的结果低于改良

弹性地基理论模型的结果. 又因为从图 3中改良弹

性地基理论模型结果与有限元模拟结果对比图9可

以看出，改良弹性地基理论模型结果比有限元模拟

结果大很多. 而中间层剪切力影响和结构刚度增大

影响都会使能量释放率变小，所以新理论模型解会

更接近有限元模拟结果.
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图9 无量纲能量释放率随无量纲中间层厚度的

变化——理论模型对比图

Fig. 9 Variation of dimensionless energy release rate with

dimensionless interlayer thickness—Comparison of theoretical models

(2) 不同模量比下，改良弹性地基模型与新模

型的对比. 本节研究不同模量比下，改良弹性地基

模型与新模型的对比. 由上节可知，中间层厚度的

范围也决定了新引入量能否对能量释放率产生影

响. 所以，本节分别研究无量纲中间层厚度取最小

值 (2t/h = 0.1)和无量纲中间层厚度取最大值 (2t/h =

2)时，新引入量对能量释放率产生影响的模量比范

围. 其他参数取值为：取总长 B为 100 mm，取 y方

向上的宽度 b (垂直于图平面)为 20 mm，裂纹初始

长度 a为 50 mm，非中间层厚度 h为 10 mm. 假设

中间层为环氧胶，取其材料参数为：弹性模量 E2 =

3 GPa，泊松比 v2 = 0.3；假设非中间层的弹性模量

E1取 60∼300 GPa，泊松比 v1 = 0.3. 本文定义非

中间层模量 E1与中间层模量 E2的比值为模量比，

记作 E1/E2，取 20∼100. 取载荷 P为 300 N.将模量

比 E1/E2作为横坐标；将无量纲能量释放率 G/G1作

为纵坐标.

将三明治结构的材料参数和几何参数代入各

理论模型后，不同模量比下改良弹性地基模型与

新模型的对比结果如图 10所示. 其中，红色实线

代表改良弹性地基理论模型得到的结果，蓝色虚

线代表剪切理论模型得到的结果，棕色点线代表新

理论模型得到的结果. 可以发现，3个理论模型得

到的能量释放率随着模量比的增大都是逐渐增大

的. 即使在不同的模量比下，当无量纲中间层厚

度为 0.1时 (图 10(a))，新理论模型结果和改良弹性

地基理论模型结果几乎无差别. 当无量纲中间层厚

度为 2时 (图 10(b))，新理论模型结果与改良弹性地

基理论模型结果相差较大.当模量比为 20的时候，

经计算剪切理论模型结果与新理论模型结果的误差

达到 33%；当模量比为 100的时候，经计算改良弹

性地基理论模型结果和剪切理论模型结果的误差达

到 52%.随着模量比的增大，改良弹性地基理论模型

结果和剪切理论模型结果的差越大，即中间层剪切

力对能量释放率的影响越大；剪切理论模型结果与

新理论模型结果的差越小，即结构刚度增大对能量

释放率的影响越小.所以在同样的载荷作用下，当无

量纲中间层厚度取最大值2时，中间层剪切力对能量

释放率的影响随着非中间层与中间层模量比的增大

而增大，结构刚度增大对能量释放率的影响随着非

中间层与中间层模量比的增大而减小.

(a)无量纲中间层厚度取最小值0.1

(a) The dimensionless interlayer thickness takes the minimum value 0.1

(b)无量纲中间层厚度取最大值2

(b) The dimensionless interlayer thickness takes the maximum value 2

图10 无量纲能量释放率随模量比的变化——理论模型对比图

Fig. 10 Variation of dimensionless energy release rate with modulus

ratio—Comparison of theoretical models
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(3)不同裂纹初始长度下，改良弹性地基模型与

新模型的对比. 本节研究不同裂纹初始长度下，改

良弹性地基模型与新模型的对比.和上节一样，本节

分别研究无量纲中间层厚度取最小值 (2t/h = 0.1)和

无量纲中间层厚度取最大值 (2t/h = 2)时，新引入量

产生影响的裂纹初始长度范围.其他参数取值为：取

总长 B为 100 mm，取 y方向上的宽度 b (垂直于图

平面)为 20 mm，取裂纹初始长度 a为 20∼50 mm，取

非中间层厚度 h为 10 mm.假设非中间层为钢材，取

其材料参数为：弹性模量 E1 = 206 GPa，泊松比 v1 =

0.3；假设中间层为环氧胶，取其材料参数为：弹性模

量 E2 = 3 GPa，泊松比 v2 = 0.3. 取载荷 P为 300 N.

本文定义裂纹初始长度 a与非中间层厚度 h的比值

为无量纲裂纹初始长度，记作 a/h，将其作为横坐

标；将无量纲能量释放率 G/G1作为纵坐标.

将三明治结构的材料参数和几何参数代入各理

论模型后，不同裂纹初始长度下改良弹性地基模型

与新模型的对比结果如图 11所示. 其中，红色实线

代表改良弹性地基理论模型得到的结果，蓝色虚线

代表剪切理论模型得到的结果，棕色点线代表新理

论模型得到的结果.可以发现，3个理论模型得到的

能量释放率随着裂纹初始长度的增大都是逐渐减小

的. 即使在不同的裂纹初始长度下，当无量纲中间

层厚度为 0.1时 (图 11(a))，新理论模型结果和改良

弹性地基理论模型结果几乎无差别. 当无量纲中间

层厚度为 2时 (图 11(b))，新理论模型结果与改良弹

性地基理论模型结果有较大差别. 当无量纲裂纹初

始长度为 5的时候，经计算，改良弹性地基理论模

型结果和剪切理论模型结果的误差达到 35%. 即使

裂纹初始长度不同，剪切理论模型结果与新理论模

(a)无量纲中间层厚度取最小值0.1

(a) The dimensionless interlayer thickness takes the minimum value 0.1

(b)无量纲中间层厚度取最大值2

(b) The dimensionless interlayer thickness takes the maximum value 2

图11 无量纲能量释放率随无量纲裂纹初始长度的

变化——理论模型对比图

Fig. 11 Variation of dimensionless energy release rate with initial length

of dimensionless crack—Comparison of theoretical models

型结果的差也变化不大，即结构刚度增大对能量释

放率的影响对裂纹初始长度并不敏感. 随着裂纹初

始长度的增大，改良弹性地基理论模型结果和剪切

理论模型结果的差越大，即中间层剪切力对能量释

放率的影响最大.所以在同样的载荷作用下，当无量

纲中间层厚度取最大值 2时，中间层剪切力对能量

释放率的影响随着无量纲裂纹初始长度的增大而增

大；结构刚度增大对能量释放率的影响对无量纲裂

纹初始长度并不敏感.

2 几何参数和材料参数对能量释放率和临界

载荷的影响

从新理论模型解可以看出，当几何参数、材料参

数和载荷都确定时，就可以求得三明治结构的能量

释放率；能量释放率随各个参数的变化一直是学者

们研究的重点. 断裂韧性即临界载荷下结构的能量

释放率.在已知结构的几何参数、材料参数和能量释

放率(或断裂韧性)的情况下，利用该理论可以求得三

明治结构的载荷 (或临界载荷)和临界载荷随各个参

数的变化.

2.1 模量比对能量释放率的影响

本节在定载荷的基础上，研究模量比对能量释

放率的影响. 各参数取值为：取总长 B为 100 mm，

取 y方向上的宽度 b (垂直于图平面)为 20 mm，

取裂纹初始长度 a为 50 mm，取非中间层厚度 h



1090 力 学 学 报 2020年 第 52 卷

为 10 mm，取中间层厚度 2t为 1∼20 mm.假设中间

层为环氧胶，取其材料参数为：弹性模量 E2 = 3 GPa,

泊松比 v2 = 0.3；取非中间层的弹性模量 E1为

30 MPa∼210 GPa，泊松比为 v1 = 0.3. 模量比 E1/E2

取 0.01∼70. 取载荷 P为 300 N.将无量纲中间层厚

度 2t/h作为横坐标；将无量纲能量释放率 G/G1作

为纵坐标.

将三明治结构的材料参数和几何参数代入各理

论模型后，能量释放率随中间层厚度和模量比的变

化结果如图 12所示.其中，紫色十字点代表 E1/E2 =

70，绿色左三角代表 E1/E2 = 50，蓝色倒三角代

表 E1/E2 = 30，黑色圆点代表 E1/E2 = 10，橘色菱形

点代表 E1/E2 = 1，红色五角星点代表 E1/E2 = 0.1，

棕色方框点代表 E1/E2 = 0.01；红色框表示线上的最

大值.可以发现，在模量比 E1/E2 > 1的情况下，无量

纲能量释放率随中间层厚度的增大先增大后减小；

并且模量比越大，无量纲能量释放率的最大值对应

的无量纲中间层厚度也越大.在模量比 E1/E2 6 1的

情况下，无量纲能量释放率随中间层厚度的增大而

减小.当无量纲中间层厚度相同时，无量纲能量释放

率随模量比的增大而增大.所以，相同的载荷下计算

获得的能量释放率与模量比有关：当三明治结构中

间层的模量小于边上两层模量时，能量释放率随着

中间层厚度增大先增大后减小；当三明治结构中间

层的模量大于边上两层模量时，能量释放率仅随着

中间层厚度增大而减小.

图12 无量纲能量释放率随无量纲中间层厚度和模量比的变化

Fig. 12 Variation of dimensional energy release rate with dimensionless

interlayer thickness and modulus ratio

2.2 裂纹初始长度对能量释放率的影响

本节在定载荷的基础上，研究裂纹初始长

度对能量释放率的影响. 各参数取值为：取总

长 B为 100 mm，取 y方向上的宽度 b (垂直于图平

面)为 20 mm，取裂纹初始长度 a为 20∼50 mm，

取非中间层厚度 h为 10 mm，取中间层厚度

2t为 1∼20 mm. 假设非中间层为钢材，取其材料参

数为：弹性模量 E1 = 206 GPa，泊松比 v1 = 0.3；假

设中间层为环氧胶，取其材料参数为弹性模量 E2 =

3 GPa，泊松比 v2 = 0.3；取载荷 P为 300 N.将无量

纲中间层厚度 2t/h作为横坐标；将无量纲能量释放

率 G/G1作为纵坐标.

将三明治结构的材料参数和几何参数代入理论

模型后，能量释放率随中间层厚度和裂纹初始长度

的变化结果如图 13所示.其中，黑色圆点代表 a/h =

2，红色正三角代表 a/h = 3，蓝色倒三角代表 a/h =

4，棕色五角星点代表 a/h = 5.可以发现，无量纲裂

纹初始长度越小，无量纲能量释放率随无量纲中间

层厚度的变化幅度越大.而且，当无量纲中间层厚度

相同时，无量纲能量释放率随无量纲裂纹初始长度

增大而减小.所以，同样的载荷作用下，当其他量保

持不变时，能量释放率随着无量纲裂纹初始长度的

增大而减小.

图13 无量纲能量释放率随无量纲中间层厚度和无量纲裂纹初始长

度的变化

Fig. 13 Variation of dimensional energy release rate with dimensionless

interlayer thickness and dimensionless crack initial length

2.3 模量比对临界载荷的影响

本节在假定结构断裂韧性不变的基础上，研

究模量比对临界载荷的影响. 各参数取值为：取总

长 B为 100 mm，取 y方向上的宽度 b (垂直于图平

面)为 20 mm，取裂纹初始长度 a为 50 mm，取非中

间层厚度 h为 10 mm，取中间层厚度 2t为 1∼20 mm.
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假设中间层为环氧胶，取其材料参数为：弹性模

量 E2 = 3 GPa，泊松比 v2 = 0.3；假设非中间层分

别为铝、铜、铁，分别取弹性模量 E1 = 70 GPa,

110 GPa, 206 GPa，取泊松比为 v1 = 0.3.模量比 E1/E2

取 23.3, 36.7和 68.7.取结构断裂韧性 Gc = 0.5 N/mm.

将无量纲中间层厚度 2t/h作为横坐标；将临界载

荷 Pcritical作为纵坐标.

将三明治结构的材料参数和几何参数代入各理

论模型后，临界载荷随中间层厚度和模量比的变化

结果如图 14所示. 非中间层取常见的金属. 其中，

黑色圆点代表铝，红色正三角代表铜，蓝色倒三角

代表铁；绿色框表示线上的最小值.可以发现，对于

铝和铜，临界载荷随无量纲中间层厚度的增大先减

小后增大，并且模量比越大，临界载荷的最小值对

应的无量纲中间层厚度也越大.对于铁，临界载荷随

无量纲中间层厚度的增大而减小，但是其整体是变

小的趋势，可以推断，当中间层厚度更大时，会出现

临界载荷的最小值.当无量纲中间层厚度相同时，临

界载荷随模量比的增大而增大.所以，对于常见的金

属 (铁/铜/铝)和环氧胶复合的三明治结构，假定结构

的断裂韧性相同，计算获得的结构临界载荷随着中

间层厚度增大先减小后增大；临界载荷最小值对应

的中间层厚度和金属层的模量有关：模量越大，临界

载荷最小值对应的中间层厚度越大.

图14 临界载荷随无量纲中间层厚度和模量比的变化

Fig. 14 Variation of critical load with dimensionless interlayer thickness

and modulus ratio

应用到工程中，在知道结构断裂韧性范围时，

便可以估计出临界载荷的值.同时，根据上述结论可

以推断，只要选材时选择模量比较小的非中间层，

较小的载荷就可以使结构达到其断裂韧性而破坏.

2.4 裂纹初始长度对临界载荷的影响

本节在假定结构断裂韧性不变的基础上，研

究裂纹初始长度对临界载荷的影响. 各参数取值

为：总长 B = 100 mm，y方向上的宽度 b (垂直于图

平面)为 20 mm，裂纹初始长度 a为 20∼50 mm，非

中间层厚度 h = 10 mm，中间层厚度 2t为 1∼20 mm.

假设非中间层为钢材，取其材料参数为：弹性模

量 E1 = 206 GPa，泊松比 v1 = 0.3；假设中间层为

环氧胶，取其材料参数为：弹性模量 E2 = 3 GPa，

泊松比 v2 = 0.3；取结构断裂韧性 Gc = 0.5 N/mm.

将无量纲中间层厚度 2t/h作为横坐标；将临界载

荷 Pcritical作为纵坐标.

将三明治结构的材料参数和几何参数代入各理

论模型后，临界载荷随中间层厚度和裂纹初始长度

的变化结果如图 15所示.其中，黑色圆点代表 a/h =

2，红色正三角代表 a/h = 3，蓝色倒三角代表 a/h =

4，棕色五角星点代表 a/h = 5. 可以发现，无量纲

裂纹初始长度越小，临界载荷随无量纲中间层厚度

的变化幅度越大. 而且，当无量纲中间层厚度相同

时，临界载荷随无量纲裂纹初始长度增大而减小.所

以，当假定结构断裂韧性相同，其他量保持不变时，

临界载荷随着无量纲裂纹初始长度的增大而减小；

临界载荷随着无量纲中间层厚度的变化幅度和无量

纲裂纹初始长度有关，即，裂纹初始长度越大，临界

载荷随无量纲中间层厚度的变化幅度越小.

图15 临界载荷随无量纲中间层厚度和无量纲裂纹初始长度的变化

Fig. 15 Variation of critical load with dimensionless interlayer thickness

and dimensionless crack initial length

3 讨 论

本文第 1.4节研究了新引入量对能量释放率产

生影响的范围，发现中间层剪切力影响和结构刚度
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增大影响都会使能量释放率变小. 又因为改良弹性

地基理论模型结果比有限元模拟结果大很多，所以

前文得出新理论模型的确会更接近有限元模拟结果

的结论.但是，新理论模型结果和有限元模拟结果的

吻合度还并未验证.

本节以第 1.4节 (2)里的模型为例. 各参数取值

为：总长 B = 100 mm，y方向上的宽度 b (垂直于图

平面)为 20 mm，裂纹初始长度 a = 50 mm，非中间

层厚度 h = 10 mm，中间层厚度 2t = 20 mm. 假设

中间层为环氧胶，取其材料参数为：弹性模量 E2 =

3 GPa，泊松比 v2 = 0.3；假设非中间层的弹性模

量 E1取 60∼300 GPa，泊松比 v1 = 0.3.模量比 E1/E2

20∼100.载荷 P = 300 N.将模量比 E1/E2作为横坐

标；将无量纲能量释放率 G/G1作为纵坐标.

将三明治结构的材料参数和几何参数代入改良

弹性地基理论模型和新理论模型，得到能量释放率.

这里仍采用有限元模型 1进行有限元模拟，具体的

模拟过程见附录 1. 不同模量比下各理论与有限元

模拟得到的能量释放率对比结果如图 16所示. 其

中，黑色圆点代表有限元模拟得到的结果，红色实

线代表改良弹性地基理论模型得到的结果，蓝色虚

线代表剪切理论模型得到的结果，棕色点划线代表

新理论模型得到的结果.可以发现，新理论模型最接

近有限元的结果；其中，当模量比为 100时，经计算

改良弹性地基理论模型结果与有限元模拟结果的误

差达到 83%，新理论模型结果与有限元模拟结果的

误差降到 5%，很好地修正了改良弹性地基理论模型.

但

图16 无量纲能量释放率随模量比的变化——理论模型与

有限元模拟对比图

Fig. 16 Variation of dimensionless energy release rate with modulus

ratio —Comparison of theoretical models and finite element simulation

是在模量比比较小的时候，新理论模型结果和有限

元模拟结果还是有一定的误差. 考虑到一方面在模

型建立过程中把梁等效成了欧拉梁来处理，另一方

面本文只是引入了中间层剪切力的影响和中间层

厚度增大带来的结构刚度增大的影响，其他影响因

素 (如裂尖的旋转等)尚未引入，才造成了理论模型

和有限元模拟的误差.因此，下一步工作可将梁等效

为铁木辛柯梁进行建模，另一方面可以引入其他影

响因素，进一步修正理论模型.

4 结 论

三明治结构广泛应用结构件的连接. 中间层厚

度较大情况三明治结构断裂行为的研究还很少，本

文基于改良弹性地基理论模型，建立了考虑中间层

引起的剪切变化和刚度变化的理论模型. 利用该模

型，在定载荷条件下，讨论了结构参数和材料参数

对三明治结构能量释放率的影响；在假定结构断裂

韧性不变的基础上，讨论了结构和材料参数对临界

载荷的影响.

(1)建立了同时考虑中间层剪切影响和刚度影响

的三明治结构断裂模型，通过和有限元计算结果比

较，预测的 I 型裂纹能量释放率比已有理论模型更

精确.

(2)相同的载荷下计算获得的能量释放率与模量

比有关：当三明治结构中间层的模量小于边上两层

模量时，能量释放率随着中间层厚度增大先增大后

减小；当三明治结构中间层的模量大于边上两层模

量时，能量释放率仅随着中间层厚度增大而减小.

(3)对于常见的金属 (铁/铜/铝)和环氧胶复合的

三明治结构，假定结构的断裂韧性相同，计算获得的

结构临界载荷随着中间层厚度增大先减小后增大；

临界载荷最小值对应的中间层厚度和金属层的模量

有关：模量越大，临界载荷最小值对应的中间层厚度

越大.
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附录 1 有限元模型

有限元计算采用二维模型，假定平面应变条件. 裂纹尖

端采取奇异单元，通过围道积分进行后处理，输出 J积分.积

分路径只包括裂尖附近的扇形网格区域，全在中间层，不会

包含中间层和非中间层的界面部分.

有限元模型的边界条件如图 2所示.

材料参数如表 1和表 2所示.

另外，黏聚力单元参数为：法向弹性模量为 30 GPa (变

成 300 GPa时得到结果相同)，切向弹性模量不断变化

(1 MPa，10 MPa，· · ·，104 MPa).

界面无黏聚力单元的模型见图 A1.在裂纹尖端附近区域

用 sweep方式画出扇形网格，裂尖网格图如图 A2所示.其余

部分选取四边形网格.以中间层厚度为 20 mm的模型为例，

该模型由 16 113个 4节点的双线性四边形单元组成.将网格

加密到有 28 681个单元时，得到的 J积分结果相同.

界面有黏聚力单元的模型见图 A3.模型全部选取四边形

网格，裂尖网格图见图 A4.以中间层厚度为 20 mm的模型为

例，该模型由 17 973个 4节点的双线性四边形单元组成. 将

网格加密到有 33 250个单元时，得到的 J积分结果相同.
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图A1 无黏聚力单元结构的网格图

Fig. A1 Mesh diagram of the structure without cohesive elements

图A2 无黏聚力单元结构裂纹尖端网格图

Fig. A2 Crack tip grid of the structure without cohesive elements

图A3 黏聚力单元所在位置 (橘色线)

Fig. A3 Location of the cohesive elements (orange line)

图A4 有黏聚力单元结构的裂纹尖端网格图

Fig. A4 Crack tip grid of the structure with cohesive elements

附录 2 MATLAB 求解代码

1.扫描二维码即可查看具体的 MATLAB 求解代码.

2. 或登陆 https://github.com/zff19查看其中的 MATLAB

code文件即可找到对应 MATLAB 求解代码.


