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摘要    为了提高可压缩雷诺平均 Navier-Stokes(RANS)方程的求解效率, 基于多块对接结构化网格发展了求解

RANS 方程的 Jacobian-Free Newton Krylov(JFNK)方法. JFNK 方法将求解非线性方程的非精确 Newton 法和求解

线性方程的 Krylov 子空间迭代法结合, 通过非精确 Newton 方法中不精确条件控制不同阶段线性方程的求解精

度, 并利用无矩阵技术求解矩阵与向量的乘积; 针对Krylov内迭代收敛停滞的问题, 引入LU-SGS方法作为预处

理器, 降低线性系统的刚性从而大幅度提高了内迭代的计算效率. 利用 JFNK 方法模拟 NACA 0012 翼型、带襟

翼的 NLR-7301 两段翼与带发动机短舱的 DLR-F6 翼身组合体的绕流问题, 研究不同参数对 JFNK 方法收敛特性

的影响, 对比 LU-SGS 研究 JFNK 方法的收敛速度, 并对 JFNK 方法求解复杂绕流问题的 RANS 方程进行确认. 

结果表明, JFNK 方法求解 RANS 方程具有良好的稳定性, 相对于其他时间推进方法, JFNK 方法具有更高的计算

效率.  

关键词    JFNK 方法, Krylov 子空间, 非精确 Newton 法, 预处理, RANS 方程 
  

 

 

1  引言 

20 世纪 70 年代至今, 科学计算领域提出了大量

大规模稀疏线性方程组求解问题. 作为针对大型稀

疏线性方程组的高效迭代求解方法, Krylov 子空间方

法[1]在水力学、电力系统、大气物理、化学反应流动

等学科中得到广泛应用[2~4]. 利用 Krylov 子空间方法

求解 Newton 方程, 可以构造一种求解大型稀疏非线 

性问题的双层迭代算法. 其外迭代为求解非线性方

程的 Newton 迭代方程, 内迭代为结合无矩阵技术的

Krylov 子空间方法[5]. 这一类方法有两个显著优点: 

其外迭代对 Newton 方程进行非精确求解, 提高了计

算效率; Krylov 子空间方法用到的 Jacobian 矩阵与向

量的乘积可以用有限差分方法近似代替 , 避免

Jacobian 矩阵的计算与存储. 所以, 这一类方法又被

称作 Jacobian-Free Newton Krylov (JFNK)方法.  
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在计算流体力学领域, 国内外有关 Krylov 子空间

方法的应用成果日益增多. Nejat 和 Ollivier-Gooch [6]

基于非结构网格研究了 Krylov 子空间方法在无黏可

压缩流动中的应用; Luo 等人[7]引入 LU-SGS 方法作

为 Krylov 子空间方法的预处理器, 求解基于非结构

网格的三维 Euler 方程分析非定常流动. 针对 JFNK

方法在 RANS 方程上的应用 , Zingg 的团队基于

Splart-Allmaras 一方程湍流模型, 对 RANS 方程的

Krylov 解法做了深入的研究[8~10]. 国内方面, 杨岞生[11]

利用 Krylov 方法代替传统全速位方程有限元解法中

的线松弛迭代解法, 研究跨声速绕流问题; 宁方飞和

徐力平[12]采用 Krylov 子空间方法求解二维定常流动, 

并研究左右预处理对收敛特性的影响; 张毅锋[13]、燕

振国[14]研究了 Krylov 子空间方法在高精度数值模拟

中的应用; 国内对于 JFNK方法在CFD方面的应用研

究较少, 寇继生[15]和陈嘉滨等人[16]分别应用 JFNK方

法求解二维水道和大气方程.  

本文基于多块结构网格, 将求解非线性方程的

非精确Newton方法与求解线性方程的Krylov方法结

合, 引入无矩阵技术处理矩阵与向量的乘积, 形成求

解可压缩 RANS 方程的 JFNK 方法. 针对 JFNK 方法

中线性内迭代收敛停滞问题, 引入 LU-SGS 方法作为

预处理器, 降低线性方程系数矩阵的刚度. 本文利用

NACA 0012二维翼型绕流问题, 研究预处理 JFNK方

法的收敛特性及可调参数对其收敛特性的影响; 利

用带襟翼的 NLR 7301 两段翼, 本文对比 JFNK 方法

和 LU-SGS 方法的收敛速度, 并利用 JFNK 方法基于

k-, k-SST, SA和考虑可压缩效应的 SA-Catris不同

湍流模型, 对本文的 JFNK 方法对 RANS 方程的求解

进行详细的确认研究; 利用 DLR-F6 带发动机短舱的

翼身组合体绕流问题, 确认本文中 JFNK 方法对复杂

外形的绕流问题的处理能力.  

2  控制方程的离散 

为了处理复杂外形的绕流问题, 同时更好地捕

捉壁面的黏性, 本文基于多块结构网格求解一般曲

线坐标系下 Navier-Stokes 方程组. 控制方程中对流

项的空间离散采用 HLLEW 格式, 这是在 Roe 格式的

基础上发展起来的格式, 在流动连续区域 HLLEW 格

式退化为 Roe 格式, 在间断处 HLLEW 格式可以避免

解的非物理震荡和过高的人工黏性, 得到更为精确

的解 [17,18]. 黏性通量的离散采用具有二阶精度的中

心格式, 除保留物理量在主流方向的导数外忽略其

他方向及其与主流方向交互黏性作用, 从而简化对

黏性项的处理, 可得半离散有限体积形式控制方程:  

 , , , ,
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d i j k i j kt
 

 
Q R  (1) 

对空间离散后的控制方程的时间微分采用一阶

近似, 并将其线性化后可得到迭代求解方程:  
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Q Q Q  n 表示 Newton 迭代的步

数,  


R Q 称为 Jacobian 矩阵, 对于三维 RANS方程

组来讲, 在每个控制单元上其 Jacobian 矩阵都是一个

5×5 阶矩阵.  

3  时间推进方法 

本文时间推进采用预处理 JFNK 方法, 该方法是

将求解非线性方程的非精确 Newton 方法与求解线性

方程的 Krylov 子空间方法相结合的双层迭代方法.  

3.1  外迭代——非精确 Newton 法 

在整个计算域内, 线化后的控制方程(2)也可以

记做如下形式:  

     
  

A Q Q = R Q , (3) 

其中, 

   
= .
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在第 n时间层上, 用迭代方法求解线化后的控制

方程, 使其满足条件:  

       .n n n n
n  

    
R Q A Q Q R Q  (4) 

满足不精确条件后, 更新下一时间层的近似解:  

 1= + ,n n n 
  
Q Q Q  (5) 

(4)式中, n 称为强制因子, 由它来控制线化方程

的求解精度, 当n 取零时就是精确 Newton 法. 在迭

代求解控制方程的过程中, 初始值往往远离方程的

解. 在迭代的初始阶段过度强调方程的求解精度, 将

带来方程的“过解”问题, 造成不必要的计算时间的

浪费. 当强制因子取得过大时, 又会影响非线性方程
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的收敛效率. 本文中控制因子按以下 2 种方式选取.  

方式 1:  
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方式 2:  

迭代开始时, 给定    0,1 ,  1, 2   , 强制因子

初始值  0 0,1  , 本文中对于 n>0 时间层:  
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本文中, =0.95, =2, 强制因子初始值取 0.95. 

方式 1 的选取方式某种程度上反映了当前时间层非

线性模型与上一时间层的线化模型之间的差异; 方

式 2 中引入限制条件的目的是避免强制因子在计算

中减小过快.  

3.2  内迭代——Krylov 子空间方法 

JFNK 方法的内迭代使用 Krylov 子空间方法, 这

类方法是适用于大型、稀疏线性方程组求解的高效迭

代方法. 经过预处理的 Krylov 子空间方法的计算效

率远优于经典的迭代方法. 对于线化后的控制方程, 

给定初始近似解 0

Q , 则可定义残量   


r = R Q  

  0
 

A Q Q , 残差向量与系数矩阵可张出一个 m 维

Krylov 线性空间:  

         


1

0 0 0 0, span , , , .
m

m r r r rK A Q = A Q A Q  

Krylov 子空间方法只用到 Jacobian 矩阵与向量

的乘积, 因此矩阵向量乘积可以近似表示为  

      0

0 .r







  
 R Q + r R Q

A Q  (8) 

因此, Krylov 子空间方法可以避免显式计算 Jacobian

矩阵, 也不必考虑 Jacobian 矩阵存储问题. 关于小量

的选取, 许多学者提出了不同的方案, 本文选用以

下取法:  

 
 0

2
0

1+
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Q
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其中, 0 为机器零, 本文中取为 1016.  

取 (1)
0 v r , 其中 1/ 2

0 0= ( , )r r . 利用修正后的

Arnoldi 方法[1]构造 Krylov 空间的一组标准正交基: 
(1) (2) ( ), , , m

m
  V = v v v 与上 Hessenberg 矩阵 mH , 那

么线性方程的近似解可表示为  

 0 ,m  
 

mQ = Q V y  (10) 

其中 , ym 应使线性方程的残量的范数   
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所以, 系数 ym 的求解归结为 小二乘问题:  

 (1)= arg min .m   my e H y   (11) 

本文中, (11)式的求解通过 Givens 变换 [1], 将

Hessenberg 矩阵转化为上三角矩阵来实现.   

3.3  预处理 

JFNK 方法的主要计算量是求解线性方程, 其收

敛速度与系数矩阵的条件数密切相关. 通过引入预

处理技术, 可以将系数矩阵分散的特征值集中到某

个值附近, 降低系数矩阵的条件数, 从而提高线性方

程的求解效率.  

本文采用左预处理方法, 对线性方程组的系数矩

阵预处理, 即在线性方程(3)左右两端同时左乘 1
L
M :  

      
  

1 1 ,L LM A Q Q = M R Q  (12) 

其中, 预处理矩阵 ML 是近似于系数矩阵  A Q 的可

逆矩阵, 使用 LU-SGS 方法, ML 可分解为 ML=L+ 

D+U. 其中 L 是不包括对角元素的下三角阵, D 是对

角阵, U 是不包括对角元素的上三角阵. 预处理矩阵

ML 可近似分解为  

    1= .L
 M L D D D U   (13) 

实际求解时, 并不显式求解 1
L
M , 而是通过求

解以下方程得到预处理后的向量 v :  

 L
M v = v.   (14) 
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利用 LU-SGS 方法, (13)式可具体写为  

 
 
 

*

*

,

.

v v

v v

  
  


 

L D

D U D
  (15) 

与其他预处理算法相比 , LU-SGS 预处理将

Jacobian 矩阵作为预处理矩阵, 不需要额外的计算资

源来计算和存储预处理矩阵.  

4  数值模拟及结果分析 

本节利用 NACA 0012 二维机翼绕流问题, 研究

JFNK 方法中可调参数对收敛特性的影响; 并应用

JFNK 方法求解 NLR 7301 两段翼和 DLR F6 带发动

机短舱的翼身组合体绕流问题.  

4.1  NACA 0012 二维机翼 

JFNK 方法中涉及到 Krylov 子空间维数、强制因

子等多个可调参数, 不同参数的选择方式将直接影

响 JFNK 方法的计算效率与稳定性. 因此, 研究可调

参数对收敛特性的影响 , 选择适当的参数是实现

JFNK方法的重要一步. 本节利用NACA 0012二维翼

型绕流问题研究不同参数的选择对 JFNK 方法收敛特

性的影响. 计算工况: Ma=0.754, =0.99°, Re=6.2×106.  

Krylov 子空间的维数是影响内迭代求解精度的

主要因素, 空间维数过小, 内迭代收敛速度降低或者

不收敛, 空间维数过高, 每一步内迭代的求解精度提

高. 图 1 为不同子空间维数下残差随收敛曲线, 可以 

 

图 1  (网络版彩图)空间维数的变化对残差下降速度的影响 

看出随着空间维数的增加, 残差下降同样量级需要

的计算时间更长. 另外空间维数的增加, 不仅求解时

间更长, 内存消耗也随空间维数的增高而增加, 如图

2 所示. 在保证计算内迭代计算收敛的情况下, 子空

间维数降低将大幅节省计算资源. 本文研究结果表

明, 对于外形简单的绕流问题子空间维数去 6~10 便

可满足计算要求, 对于三维复杂外形的绕流问题子

空间维数可取 16~20.   

强制因子是控制内迭代求解精度的参数, 取值

过小将会花费更多的线性方程求解时间求得并不精

确的近似解, 产生所谓的“过解问题”; 强制因子取值

过大, 内迭代的求解精度降低, 将在外迭代上花费更

多的时间. 图 3 是选用的两种不同强制因子残差收敛

速度的影响. 从图 3(a)可以看出, 在求解初始阶段流

场初始值远离方程的解, 两种选择方式的收敛速度

基本一致; 随着迭代次数的增加, 迭代的结果不断靠

近方程的解, 两种控制因子对应的求解过程出现不

同的收敛速度, 残差下降相同水平的情况下方式 2 需

要更少的迭代次数. 从计算时间上看, 强制因子变小

要求线性内迭代的求解精度更高, 所花费的计算时

间更长, 残差下降同样量级的情况下, 方式 2 所花费

的计算时间更长, 如图 3(b)所示.  

4.2  NLR-7301 两段翼绕流 

NLR-7301 两段翼由主翼和襟翼两部分组成, 在

低速飞行时能够避免表面流动的分离, 从而产生高

升力. 计算模型襟翼偏角为 20°, 襟翼与主翼之间缝

隙为 2.6%c. 该模型风洞实验在 NLR 3 m×2 m低速风 

 

图 2  (网络版彩图)计算时间与占用内存随空间维数的变化 
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图 3  (网络版彩图)不同强制因子对收敛速度的影响 

(a) 收敛速度随迭代步数的变化; (b) 收敛速度随计算时间的变化 

洞中完成 [19], 试验条件为 Ma=0.185, Re=2.51×106, 

本文模拟了来流攻角=6°和=13.1°两种情况, 所使

用的计算网格如图 4 所示:   

为了说明 JFNK 方法的求解精度与求解效率, 本

文分别采用 LU-SGS 与 JFNK 两种时间推进方法求解

离散后的控制方程, 两种时间推进方法都采用统一

的时间步长. 图 5 给出计算得到的绕流流场的流线图

和压力等值线, 从图中可以看出, 计算得到的流场压

力分布变化均匀, 主翼与襟翼周围流动没有出现分

离. 图 6和 7分别给出了来流攻角=13.1°情况条件下, 

使用 JFNK 方法和 LU-SGS 方法计算得到的物面压力

分布和主翼上表面摩擦力系数与风洞实验结果的对

比, 结果表明 JFNK 方法的计算结果与 LU-SGS方法

的结果几乎完全一致, 都与实验结果吻合良好.  

图 8给出了攻角为 13.1°时 JFNK方法和 LU-SGS 

 

图 4  (网络版彩图)NLR-7301 两段翼计算网格 

 

图 5  (网络版彩图)NLR-7301 两段翼绕流流线及等压线 

(a) 流线图; (b) 压力等值线 

方法计算的升力系数收敛曲线. 可以看出, 在其他计

算条件相同的情况下, JFNK 方法计算收敛所需的迭 
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图 6  (网络版彩图)NLR-7301 两段翼表面压力分布与实验

值的对比(=13.1°) 

 

图 7  (网络版彩图)主翼上表面摩擦力系数与实验结果的比

较(=13.1°) 

代步数和计算时间与 LU-SGS 方法相比都具有明显

优势, 体现出 JFNK 方法相比 LU-SGS 方法具有更高

的计算效率.  

对于=6°的情况, NLR 的风洞实验提供了更为

详细的数据. 本文利用 JFNK 方法使用 4 种不同湍流

模型对该工况进行数值分析, 所使用的湍流模型为: 

k, k SST 两方程模型及 SA 和考虑可压缩效应的

SA-Catris 一方程模型. 图 9 给出不同湍流模型得到

等效速度与实验结果的对比, 其中 Uw 为根据势流理

论由当地静压计算得到的表面等效速度, s 表示翼型

型线上的点到前缘驻点的距离, 图 9 表明除在吸力峰

处模拟结果与实验值稍有偏差 ,  其他位置模拟结 

 

图 8  (网络版彩图)升力系数收敛曲线(=13.1°) 

(a) 升力系数随计算时间的变化; (b) 升力系数随迭代步数的变化 

 

图 9  (网络版彩图)主翼上表面等效速度分布 

果与实验结果基本吻合.  

图 10 给出了采用不同湍流模型计算得到的两个 
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图 10  (网络版彩图)JFNK方法使用不同湍流模型得到的压

力分布 

翼段表面的压力分布与实验结果的对比. 结果表明: 

不同湍流模型得到的主翼与襟翼表面压力分布基本

一致; 与 13.1°攻角的压力分布相比, 6°攻角时主翼上

表面的吸力峰相对减小. 将数值模拟结果与风洞实

验得到的压力分布相比, 二者能够很好地吻合.  

为了细致观察边界层内流动细节, 本文在主翼

和襟翼上表面分别选取两个站位(图  11). 图 12 给出

了各个站位上不同湍流模型计算得到的速度型线与

风洞实验结果的对比. 结果表明: 从主翼上速度型线

可以看出, 边界层在主翼后部明显增厚, 大约达到

0.025 c; 处于主翼后的尾迹区对下游的襟翼绕流产

生直接影响, 襟翼上的速度型线清楚的显示出主翼

后不断发展的宽阔尾迹区域; 不同的湍流模型的模

拟结果表明, 利用 k和 k SST 两方程湍流模型得

到结果与实验结果偏差较大, 预测的边界层偏厚; SA

和 SA-Catris 模型能够较为准确地预测出边界层内速

度分布, 由于实验来流马赫数较低, 流场内 高马赫

数为 0.5 左右, 所选取的 4 个站位上马赫数在 0.2 左

右 , 流体可压缩效应对流场的影响较小 , SA 和

SA-Catris 两种模型所得到的结果差别较小.  

4.3  带发动机短舱的 DLR-F6 翼身组合体 

为了评估 CFD 方法在飞行器气动力预测中的精

度, AIAA 组织了 CFD 阻力预测研讨会, 带发动机短

舱的DLR-F6翼身组合体是第二届阻力预测研讨会提

供的标准计算模型 . 本节利用该问题确认本文中

JFNK 方法对于复杂外形绕流问题的处理能力. 本文

计算采用多块对接结构化网格, 网格规模为 610 万, 

整个流场共被划分为364块, 物面网格的分布如图13

所示.  

图 14 给出了 Ma=0.75, =0.19°, Re=3.0×106 情况

下机翼上不同站位的压力分布: 从第三个站位的压

力分布可以看出, 由于吊舱的干扰机翼下表面压力 

 

图 11  (网络版彩图)速度型线分析选取的站位示意图 

 

图 12  (网络版彩图)典型位置边界层内速度型线 
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图 13  计算网格的物面网格分布 

明显增高, 造成机翼上的升力损失; 对比不同站位数

值模拟结果与风洞实验结果, 数值模拟的结果与实

验结果基本吻合. 图 15 给出了计算得到的表面压力

云图与翼根、发动机吊舱上的表面流线, 使用 JFNK

方法得到的数值模拟结果能够捕捉复杂几何外形周

围的流动细节.  

图 16 给出了带发动机短舱的 DLR-F6 翼身组合

体的升力系数随来流攻角的变化曲线. 来流攻角由

3°变化至 1.5°的过程中, 升力系数与来流攻角呈线性

关系. 从图中可以看出, 计算得到的升力系数普遍比风

洞实验结果高 0.08 左右, 但与 CFL3D 和 OVERFLOW

的计算结果基本一致. 图 17给出了攻角由该布局的极

曲线, 负攻角的两个点计算结果与实验结果偏差较大, 

主要原因为计算结果高估了气动阻力. 对于造成升力

的计算结果与实验结果差异的原因, Rumsey[20]分析

称: 可能是 CFD 计算结果高估了机身的升力, 也可

能是因为 CFD 计算中没有考虑到风洞实验过程中的

涉及到的修正.  

5  结论 

(1) 无矩阵技术的引入避免 Jacobian 矩阵的存储, 

减少了对内存的消耗; 可调参数对 JFNK 方法收敛特

性影响较大, 在保证稳定性的前提下减低 Krylov 空 

 

图 14  不同站位压力分布与实验值比较 
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图 15  (网络版彩图)带发动机短舱的 DLR-F6 压力云图及

表面流线 

间维数、选用适当的强制因子可以提高 JFNK 方法的

收敛速度.  

(2) 数值验证的结果表明, 不精确 Newton 方法

的引入提高了 JFNK 方法的求解效率; LU-SGS 预处

理技术降低线性方程组的条件数, 提高内迭代计算

效率及稳定性; 与 LU-SGS 等其他时间推进方法相比, 

时间步长相同的情况下, JFNK 方法收敛更快;  

(3) 对复杂绕流问题的计算结果表明, 作为一种

计算速度快、稳定性好的隐式方法, 预处理 JFNK 方

法能够作为求解可压缩 Navier-Stokes 方程的求解方

法, 快速准确的求解复杂外形的绕流问题.  

 

图 16  (网络版彩图)带发动机短舱的 DLR-F6 翼身组合体

升力系数随攻角的变化 

 

图 17  (网络版彩图)带发动机短舱的 DLR-F6 翼身组合体

极曲线  
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Preconditioned JFNK method for solving compressible  
Navier-Stokes equations 

LIU ZhongYu, ZHANG MingFeng, NIE XueYuan & YANG GuoWei 

Key Laboratory for Mechanics in Fluid Solid Coupling Systems, Institute of Mechanics, Chinese Academy of Sciences, Beijing 100190, China 

To improve the computation efficiency, this article introduces Jacobian-Free Newton Krylov (JFNK) method to solve compressible 
Reynolds Averaged Navier-Stokes (RANS) equations on multiblock structural mesh. JFNK method combines inexact Newton 
method for solving nonlinear equations with Krylov Subspace method for solving linear equations, and it introduces inexact 
condition to control solution accuracy of linear equations, and matrix vector multiplication is computed with a Jacobian free method. 
To overcome “convergence stagnation” problem in linear iterations, a LU-SGS based preconditioner is introduced to reduce the 
condition number of linear system, which accelerates the convergence rate of linear iterations. Flow around NACA 0012 airfoil, 
NLR-7301 wing with flap and DLR-F6 wing-body-pylon-nacelle configuration is simulated to validate the JFNK method. Results 
show that preconditioned JFNK method has better stability and higher efficiency compared with other methods. 
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