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一种有限元转化为颗粒离散元的方法及其应用研究 

冯  春，李世海，刘晓宇 

（中国科学院力学研究所 流固耦合系统力学重点实验室，北京 100190） 

 

摘  要：为了充分发挥有限元与颗粒离散元各自的优势，提出了一种由有限元转化为颗粒流的方法。数值模型首先用较粗的

有限元网格进行离散，并在单元上引入连续介质本构模型。力学计算开始后，实时跟踪各单元的应力状态。一旦某单元的应

力满足Mohr-Coulomb准则或最大拉应力准则，删除该单元，同时创建具有一定数目、随机分布且微嵌入的颗粒簇。其后，

该单元所在区域的非连续变形及失稳断裂由颗粒簇演化获得。各颗粒的质量、材料参数、速度、位移、接触力等信息根据插

值从有限元单元中继承。为了实现有限元与颗粒流接触面的耦合计算，引入了点-棱（二维）及点-面（三维）接触模型，通

过法向及切向弹簧实现接触力的计算。颗粒球与有限元板的碰撞分析、单轴压缩、岩石切割等案例展示了上述方法的精确性

及合理性。 
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A procedure for transiting FEM into DEM and its application 
 

FENG Chun，LI Shi-hai，LIU Xiao-yu 
（Key Laboratory for Mechanics in Fluid Solid Coupling Systems, Institute of Mechanics, Chinese Academy of Sciences, Beijing 100190, China） 

 

Abstract: To take the advantages of both the FEM and the particle DEM methods, a procedure is proposed to transit the FEM into the 

DEM. In this procedure, the domain of concern is first discretized into a certain number of coarse FEM elements, and the behavior of 

each element is characterized by using a continuum constitutive model. During simulation, the stress state of each element is tracked 

for each time step. Once if the stress state of an element satisfies either the Mohr-Coulomb criteria or the maximum tensile stress 

criteria, the element is deleted and immediately replaced by a cluster of particles, which are randomly distributed and slightly 

interpenetrated. As such, the response of the deleted element is fully described by this cluster of particles. The particle properties of 

the cluster, including mass, material properties, velocity, displacement and contact force, are all inherited from the deleted element by 

using an interpolation method. To realize the simulation coupling FEM and particle DEM, the point-edge (2D) and point-face (3D) 

contact models are introduced, and the contact forces are calculated using normal and tangent numerical springs. Numerical examples 

such as the impact of a particle ball onto a slab, the uniaxial compression and rock cutting, are provided to illustrate the capability of 

the proposed method. 

Keywords: numerical method; FEM; particle DEM; coupled transiting model; progressive failure 
 

1  引  言 

地质灾害的形成过程是地质体从连续介质到非

连续介质的渐进破坏过程。地质体内部裂纹的萌生、

扩展、交汇、贯通，表征了地质灾害发展演化的不

同阶段[1]。地质体中多裂纹扩展过程的数值模拟是

当前国内外学术界的研究热点及难点。其中，有限

元法及离散元法是两类主要的数值模拟方法。 

有限元法以连续介质力学为基础，能够很好地

描述地质体的弹塑性变形，适用于判断地质体从稳

定到不稳定的临界点。为了分析地质体中裂缝的扩

展演化过程，需在有限元方法中引入新的计算思路，

如自适应网格及扩展有限元。自适应网格根据计算

获得的裂纹起裂方向对初始网格进行局部细化及调

整，使细化后的网格边界沿着裂纹扩展的方向，从

而实现裂纹扩展过程的模拟[2－3]。此类方法在计算

复杂工程问题时，涉及大量网格的重新划分及调整，

算法稳定性差，计算效率低下，且新网格下各类场

信息不能完全有效继承，往往会出现数值振荡现象。

扩展有限元法通过引入跳跃函数实现有限元单元内
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部的非连续变形及隐式裂纹的扩展[4－6]，该方法具

有严格的数学推导，但只能描述有限条裂纹的扩展

过程，且在模拟裂纹交汇、分叉及三维裂缝扩展方

面不尽如人意。 

离散元法以非连续介质力学为基础，较为适合

模拟地质体破坏后的运动解体过程，块体离散元及

颗粒离散元是两类主要的离散元方法。块体离散元

法用块体表征连续介质单元（刚体单元或可变形单

元），用块体间的交界面表征非连续单元，通过块体

边界的断裂实现裂纹扩展过程的模拟[7－10]。此类方

法的裂缝仅能沿着块体边界扩展，因此，网格依赖

性严重；且块体界面刚度的物理意义并不明确。当

然，通过单元切割法可在一定程度上解决网格依赖

性问题[11－12]，利用结构层也可部分解决界面刚度的

选取问题[1]。颗粒离散元法通过细观颗粒簇的集合

表述连续介质的宏观特性，通过细观颗粒的断裂、

滑移反映宏观裂缝的萌生、扩展过程[13－15]。由于颗

粒排布的随机性，颗粒离散元中的裂缝可向任意方

向扩展。然而，此类方法无法准确描述宏观介质的

力学特性，细观与宏观参数的对应关系往往需要通

过大量的数值试验进行标定[16]。 

为了充分发挥有限元与颗粒离散元各自的优

势，将有限元与颗粒离散元进行耦合计算是一条有

效途径。Oñate 等[17]对有限元与颗粒离散元耦合的

计算方法进行了详细论述，并将该方法成功应用于

单轴压缩、巴西劈裂、桩体刺入等典型岩土工程问

题中；Rojek等[18]基于文献[17]提出了一种有限元与

颗粒离散元局部区域重叠耦合的方法，通过渐变函

数实现有限元与颗粒离散元的自然过渡，并将该方

法成功应用于隧道岩体的切割计算中。然而，上述

方法中有限元与颗粒离散元的耦合属于分区耦合，

变形破坏区用颗粒离散元进行描述，弱变形区用有

限元进行描述。由于在强变形区采用了颗粒离散元，

该区域初始状态下的宏观应力-应变依然无法准确

描述。 

因此，本文提出了一种有限元转化为颗粒离散

元的方法，数值模型首先用较粗的有限元网格进行

离散，当达到破坏条件，删除有限元单元，引入颗

粒离散元，并利用颗粒离散元实现地质体渐进破坏

过程的模拟。 

2  有限元转化为颗粒离散元的方法 

2.1  主要思路 

首先将研究区域用较粗的有限元单元进行离

散，每个单元按照虎克定律进行应力-应变的计算。

当某个单元的应力状态满足 Mohr-Coulomb 准则或

最大拉应力准则时，删除该单元，并在该单元所在

位置创建具有一定数目、随机分布且微嵌入的颗粒

系统。所创建颗粒的材料性质、速度、位移、接触

力等信息根据插值函数从单元中继承。而后利用颗

粒间接触力的演化自然实现宏观裂纹的萌生、扩展

及贯通过程。具体的转化方法如图 1所示。 

 

 
图 1  有限元转化为颗粒离散元的基本思路 

Fig.1  Basic idea for transiting FEM into particle DEM 

 

2.2  有限元的求解 

本文在有限元计算时采用显式求解策略，主要

包含节点合力计算及节点运动计算两个部分。节点

合力计算为 

e d c  F F F F             （1） 

式中：F为节点合力；Fe为节点外力；Fd为节点变

形力（由单元应力贡献）；Fc为阻尼力。 

节点运动计算式为 
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式中：a为节点加速度；v为节点速度；u为节点
位移增量；u为节点位移全量；m为节点质量； t
为计算时步。基于式（1）、（2）的交替计算，即可

实现有限元的显式求解过程。 

本文采用增量法进行单元应力及节点变形力的

计算： 
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式中：[ ]iB 、{ }i 、{ }i 、 iw、 iJ 分别为高斯点
i 的应变矩阵、增量应变向量、增量应力向量、积
分系数及雅克比行列式的值； n{ }i 及 o{ }i 为高斯

点 i当前时刻及上一时刻的应力全量；[ ]D 、 e{ }u 、

所有单元处于弹

性状态

某单元达到临

界状态 
删除该单元，创

建颗粒簇

临界状态 

弹性状态

弹性状态

弹性状态 弹性状态
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d e{ }F 分别为单元的弹性矩阵、节点增量位移向量及

节点力向量；N为高斯点个数。 

基于式（3），通过实时更新应变矩阵[ ]iB 及节

点坐标[19]，可以实现有限元大位移（包含转动及平

动）、大变形问题的计算。 

2.3  临界条件 

当某单元满足临界条件时，该单元即被删除，

并创建颗粒簇。本文采用 Mohr-Coulomb 准则及最

大拉应力准则作为临界条件，具体为 
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式中： 1 及 3 为最小及最大主应力；c、、T 为
黏聚力、内摩擦角及抗拉强度；N、

p 、 p 为常
数。 
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如果 s 0f ≤ 且 0h≤ ，则发生剪切破坏；如果
t 0f ≥ 且 0h  ，则发生拉伸破坏。 

2.4  颗粒生成 

当有限元单元满足临界条件被删除后，需在有

限元单元所在区域产生一定数量、随机分布且微嵌

入的颗粒系统。首先对颗粒半径进行随机，随机模

式为均匀分布模式，设平均半径为 R，则颗粒半径
的分布范围为 0.7 R～1.3 R。 

3
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         （6） 

式中：A为二维颗粒的面积；V为三维颗粒的体积；
N为产生的颗粒总数。 

接着对颗粒体心的坐标进行随机，随机模式亦

为均匀分布模式。当颗粒 i 的体心坐标位于有限元
单元内部，且颗粒 i到该单元所有面（棱）j的距离
及到所有已经创建的颗粒 k的距离均满足式（7）时，

即创建颗粒 i。 

 

ij i

ik i k

D R tol
d R R tol

  


   
          （7） 

式中： ijD 为颗粒 i到单元第 j个面（棱）的距离； ikd
为颗粒 i到第 k个颗粒的距离； iR 为颗粒 i的半径；

kR 为颗粒 k的半径； tol为嵌入量（正值）。 

颗粒 i 创建后，其质量、材料参数、速度、位
移、接触刚度、接触力等信息均需从有限元单元中

继承。颗粒质量由有限元单元的密度乘以颗粒体积

或面积获得；颗粒的黏聚力、内摩擦角及抗拉强度

值从有限元单元中完全继承。 

颗粒的速度、位移可通过单元节点插值获得： 

e e
P E P E

1 1

N N

j j j j
j j

W W
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  v v u u      （8） 

式中： Pv 、 Pu 为颗粒速度、位移； jW 为单元第 j
个点的插值系数； E

jv 、 E
ju 为单元第 j个点的速度、

位移； eN 为有限元单元的节点数。 

假设颗粒间的接触为有限面积的接触（见图

2），则颗粒间的接触刚度可根据颗粒的接触面积及

有限元单元的弹性模量、剪切模量获得： 

n c 1 2

s c 1 2

/( )

/( ) 

K EA R R
K GA R R

  
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          （9） 

式中： nK 、 sK 为颗粒间的法向及切向刚度； 1R 、 2R
为两个接触颗粒的半径；E、G为有限元单元的弹
性模量及剪切模量； cA 为颗粒间的接触面积（可通
过式（10）计算）。 
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图 2  颗粒间的有限接触模型 
Fig.2  Finite contact model between particles 

 

颗粒间的初始接触力可通过插值获得的位移进

行计算： 

n n n s s sF K u F K u           （11） 

式中： nF 、 sF 为颗粒间的法向及切向接触力； nu 、

su 为两个接触颗粒间的法向及切向位移差。 

2.5  颗粒离散元的计算 

本文在颗粒离散元计算时同时考虑力与力矩的

传递作用，两者的计算均基于增量法，且采用显式

R1
R2 

等效接触面积 Ac 

颗粒 2 颗粒 1
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求解方式。颗粒离散元间接触力的计算式为 

n n n n

s s s s
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( ) ( ) d
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F t t F t K u
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       （12） 

式中： ndu 、 sdu 分别为两个接触颗粒间的法向及

切向位移增量差。 

接触力矩的计算式为 
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式中： nM 、 sM 为扭矩及弯矩；I 和 J 为接触面的
惯性矩及极惯性矩； nd 及 sd 为颗粒间的扭转

及弯曲转角增量差。 
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基于式（12）获得当前时步的试探接触力后，

需根据 Mohr-Coulomb 准则及最大拉应力准则对接

触力进行修正（法向力以压为正）： 

n c

n s

s n c

s n

0 0

tan( )

tan( ) 0 

F TA
F F T c

F F cA
F F T c




 
    


 
   

≥

≥

如果

如果
     （15） 

sn
ave

c

s n
ave

c

( tan( ) ) 

MF R T
A I

F M
R c

A J
 

 
  

  


      
  

≥

≥

或

    （16） 

当满足不等式（16）中的任何一个式子时，颗

粒间的接触将不再传递力矩（即不进行式（13）的

计算）。其中 ave 1 2( ) / 2R R R  。 

为了更加真实地模拟细观颗粒的运动破坏过

程，本文在计算时考虑了颗粒的转动效应（计算示

意图如图 3所示。 

 

 
图 3  颗粒的转动计算模型 

Fig.3  Particle-rolling computational model 

 

计算时，首先利用式（17）获得全局增量位移

向量d ，接着将d 转换至接触局部坐标系，利用
式（12）、（15）获得局部坐标系下的接触力，进而

将接触力转化至整体坐标系，并利用式（18）计算

施加至颗粒 1、2上的转矩。 

1 1 2 2 1 2( ) ( )t t        d w r w r v v    （17） 

式中： 1w 及 2w 为颗粒 1、2的转动角速度向量； 1r、

2r 为颗粒 1、2到接触点的相对位置向量（由颗粒质

心指向接触点）； 1v 、 2v 为颗粒 1、2质心处的平动

速度向量。 

(G) (G)
1 1 2 2       M r F M r F     （18） 

式中： 1M 、 2M 为施加至颗粒 1、2上的转矩； (G)F
为全局坐标下的接触力。 

2.6  有限元与离散元的耦合 

本文采用接触模型进行有限元与颗粒离散元的

耦合。接触模型包含接触检测及接触力的计算两个

部分，接触力的计算仍然采用增量法进行，与颗粒-

颗粒间的接触力计算基本一致，在此处不再赘述。 

接触检测包含初步及精确检测两个步骤。初步

检测采用子空间法实现，通过颗粒、单元与格子的

映射关系缩小搜索范围。精确检测根据数值模型的

维度可分为两类：对于二维问题，实际上是颗粒与

有限元边界棱之间的接触，采用点-棱接触模型进行

描述；对于三维情况，实际上是有限元与边界面之

间的接触，采用点-面接触模型进行描述。 

点-棱接触（见图 4）的创建需同时满足两个条

件；一是颗粒质心到边界棱的距离（式（19））小于

等于颗粒半径( d R≤ )；二是颗粒质心在边界棱上

的投影点位于棱的内部( ik ijd d≤ ， jk ijd d≤ )。其中，

piV 为 i指向颗粒 p的相对位置向量，n为棱的单位
外法向量。一旦颗粒与某边界棱建立了接触关系，

法向弹簧及切向弹簧将自动创建，接触点 k的插值
系数也将通过式（20）自动求解。 

 

 

图 4  点-棱接触模型 
Fig.4  Point-edge contact model 

 

pid  V n              （19） 

/

/  

i jk ij

j ik ij
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点-面接触（见图 5）的创建与点-棱接触的创

建过程基本一致。首先需判断颗粒到某边界面的距

离是否小于颗粒半径；接着将颗粒质心点投影至边

界面上，判断投影点是否位于某边界面的内部。如

果上述两个条件均满足，则建立点-面接触，进而利

用形函数计算接触点的插值系数。 

 

 
(a)                      (b) 

图 5  点-面接触模型 
Fig.5  Point-face contact model 

 

考虑到三维有限元的边界面只有三角形及四边

形两种形式，因此，可利用式（21）判断某投影点

是否位于三角形内，利用式（22）判断某投影点是

否位于四边形内。 

( ) /ijk jlk lik ijl ijlA A A A A           （21） 

( ) /ijk jlk lmk mik ijlm ijlmA A A A A A        （22） 

式中：A为面积； 为容差。 

3  算  例 

3.1  颗粒球与有限元厚板的碰撞分析 

利用有限元转化为颗粒离散元进行岩体渐进破

坏过程的分析，有限元与颗粒之间的接触计算不可

避免。本算例通过颗粒球下落与有限元厚板的碰撞

分析，验证颗粒与有限元接触模型的正确性。数值

模型如图 6所示。有限元厚板长为 10 m，宽为 10 m，

厚为 0.5 m，由 2 968个四面体单元组成；颗粒球直

径为 6 m，球心位于厚板正上方 5 m处，由 1 277

个颗粒组成，颗粒平均半径为 0.15 m。颗粒在重力

作用下向 Y轴负方向运动，有限元板不考虑重力，
并对板 X=0 m及 X=10 m处的节点进行全约束。颗

粒的弹性模量为 0.1 GPa，泊松比为 0.22，密度为

2.5 g/cm3，内摩擦角为 20°，黏聚力及抗拉强度为   

0 MPa；有限元板的弹性模量为 3 MPa，泊松比为

0.25，密度为 2.5 g/cm3。颗粒下落及与有限元厚板

的接触碰撞过程如图 7所示。由图可得，随着颗粒

球与有限元板的接触，颗粒球逐渐散开，有限元厚

板出现较大变形；整个计算过程中颗粒与有限元之

间未出现嵌入情况，且颗粒球与有限元厚板的运动

与物理过程相符，证明了颗粒与有限元单元间接触

模型的正确性。 

 

 

图 6  颗粒球与厚板碰撞模型 
Fig.6  Impact model for a particle ball on a slab 

 

 
(a) 下落后 0.88 s 

 
(b) 下落后 1.42 s 

 
(c) 下落后 1.78 s 

 

(d) 下落后 5.40 s 

图 7  碰撞过程描述 
Fig.7  Description of impacting process 

 

3.2  岩石单轴压缩试验模拟 

建立 10 cm×20 cm的岩石试样，用 468个三角

形单元进行剖分。模型底部全约束，模型顶部施加

准静态竖直向下的速度载荷。采用传统有限元及有

限元转化为颗粒离散元等两种思路进行岩石渐进破

坏过程的模拟。岩石弹性模量为 30 GPa，泊松比为

0.25，密度为 2.5 g/cm3，抗拉强度及黏聚力均为    

3 MPa，内摩擦角为 30°。利用传统有限元进行模拟

时，采用 Mohr-Coulomb 理想弹塑性模型及关联流

动法则。 

单轴压缩过程中，上述两种方法给出的岩石应

d 

i

j 

l

m 

k i 
j 

l 

k 
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力-应变的关系如图 8所示。由图可得，在初期阶段，

两种方法获得的应力-应变曲线基本一致，轴向应力

均随着轴向应变的增加而线性增加。到达临界状态

后，随着轴向应变的增加，传统有限元方法给出的

轴向应力将保持不变，岩石出现理想弹塑性压剪变

形；而本文所述方法获得的轴向应力将迅速减小为

0，岩石发生脆性压剪破坏。由此，与传统的有限元

方法相比，本文所述方法可以更为真实地反映岩石

单轴压缩过程中的脆性破坏过程。 

此外，本文所述方法获得的峰值应力约为 

10.15 MPa，与式（23）估算的临界值（10.39 MPa）

基本一致，表明了本文所述算法的准确性。 
 

 
图 8  岩石的应力-应变曲线 

Fig.8  Strain-stress curves of rock 
 

cr 2 tan(45 / 2)c           （23） 

利用有限元转化为离散元方法计算获得的岩石

失稳后的破裂形态如图 9所示。由图可知，岩石在

准静态竖向载荷作用下，发生了明显的 X型剪切破

坏，破坏单元被一系列颗粒所填充，并由这些填充

的颗粒完成了后续的破裂演化过程。 

利用传统有限元方法获得的岩石失稳后的水平

方向位移及塑性剪应变云图如图 10 所示。由图可

得，水平位移及塑性剪应变均呈现出明显的 X型破

坏特征，但材料并没有发生断裂，仍然处于连续变 
 

形状态。 

 

 
图 9  岩石的破裂形态 

Fig.9  Rock failure pattern 

 

 

图 10  有限元计算获得的水平位移及塑性剪应变云图 
Fig.10  Contours of X-displacement and shear plastic  

strain based on the FEM method 

 

3.3  岩石切割过程模拟 

岩石尺寸为 0.2 m×0.4 m，由 112个有限元单元

进行离散；刀头为三角形，三边的长度分别为 6.8、

10.8、11.1 cm。岩石底部全约束，刀头以 10 m/s的

切割速度向岩石推进。岩石的弹性模量为 30 GPa，

泊松比为 0.25，密度为 2.5 g/cm3，黏聚力为 5 MPa，

内摩擦角为 40°，抗拉强度为 2 MPa。切割过程中

岩石的渐进破坏过程如图 11所示。岩石顶部左右两

侧节点 P1及 P2（具体位置见图 11）的水平位移随

时间的变化曲线如图 12所示。 

 

图 11  岩石切割破裂过程 
Fig.11 Rock failing process during cutting  
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图 12  节点 P1及 P2的水平位移时程曲线 

Fig.12  X-displacement vs. time at points P1 and P2 
 

由图 11可知，随着刀片的推进，刀片附近的岩

石逐渐破碎，转化为颗粒流；岩石中宏观裂缝的扩

展过程通过颗粒之间的细观接触力演化自然获得。

由图 12可知，随着时间的推移，岩石顶部左、右两

侧节点 P1、P2的水平位移逐渐增大；当 4.8 ms以后，

位移的增加速率明显增大，表明此时岩石已经出现

了失稳破坏。图 11、12展示的岩石破裂过程及位移

时程曲线与实际较为相符，证明了本文所述方法的

合理性。 

4  结  论 

（1）本文所述有限元与颗粒离散元的耦合转化

模型，结合了有限元与颗粒离散元各自的优势，较

为适合模拟地质体在各类静、动载荷作用下的渐进

破坏过程。 

（2）在有限元与颗粒离散元的耦合转化模型

中，地质体初期的宏观应力-应变由有限元计算，地

质体后期的渐进破坏过程由颗粒离散元模拟；并利

用 Mohr-Coulomb 准则及最大拉应力准则进行转换

点的判断。 

（3）颗粒球与有限元板的碰撞分析、岩石单轴

压缩过程模拟、岩石切割过程模拟等案例，证明了

有限元与颗粒离散元接触模型、转化模型的合理性

及正确性。 

（4）有限元与颗粒离散元耦合转化模型的后续

研究重点将包括如下几个方面：转化点所用宏观准

则的优选、随机颗粒系统生成方案的优选、颗粒不

同信息继承方式的对比、本文所述方法的进一步校

核（与试验及其他数值模拟方法的对比），利用本文

方法进行三维岩体渐进破坏过程的模拟等。 
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