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三维时空守恒(CE/SE)算法数值研究 

张德良 

中国科学院力学研究所，高温气体动力学国家重点实验室（筹），北京海淀区 100190 

摘要：本文主要介绍了一种改进的三维 CE/SE 算法，给出了三维 CE/SE 算法交错网格差分格式，并

对三维 Riemann 问题、双楔面激波反射问题，激波绕多个障碍物流动问题进行了数值实验。数值结

果表明，我们提出的三维 CE/SE 算法交错网格格式具有格式简单、计算精度高、效果好的优点。 
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0 引言 

计 算 流 体 力 学 （ Computational Fluid 

Dynamics，简称 CFD）是 20 世纪 60 年代伴随

着计算机科学迅速崛起而形成的一门新兴学

科。在过去几十年里计算流体力学得到了相当

大发展，已经深入到流体力学各个领域，计算

流体力学数值算法已成为研究流体力学三大方

法（分析、实验和数值模拟）之一。 

目前计算流体差分格式主要有中心格式、

FDS 格式、FVS 格式、AUSM 类格式以及 TVD

与 ENO 类格式。经过多年发展，上述格式已经

基本成熟并且在工程中得到广泛的应用，取得

了较好计算效果。特别是 TVD 类型的差分格式

发展已相当成熟，于是人们纷纷期望尽快摆脱

TVD 思想的束缚，发展一些新概念、新思想的

计算方法。近年来，国内外已经逐步出现了一

些新的高精度算法，虽然这些算法还不够成熟，

不能像上述这些算法那样在计算流体力学界占

主导地位，但是它们对计算流体力学的影响和

作用已经逐渐显露出来。 

时－空守恒元解元算法（CE/SE Method）[1、

2]就是近年来兴起的一种具有代表性的一种新

的数值算法。无论从概念上还是从方法论上都

与传统的数值算法有着本质的区别。它把时间

与空间完全统一起来同等看待，并从守恒型方

程的积分形式出发，通过设立守恒元和解元，

使格式局部和全局都严格保证其物理意义上的

守恒律。同时，它把流动量及其对空间的偏导

数都作为独立变量同时求解，从而减少了数值

计算过程中的误差。因此 CE/SE 算法具有：构

造简单，便于边界处理；格式通用性好；计算

精度高等优点。此外，它除了利用简单的 Taylor

展开外，无需任何其他的数值逼近技术，也不

需要任何单调性限制或特征分解技术，在推广

到多维格式时无需使用算子分裂法，它是一种

真正的多维格式。 

十余年来我们对 CE/SE 算法进行了深入研

究，改造了原来 CE/SE 算法网格结构，提出了

六面体网格结构和正位网格思想，使得算法更

加简单明了，并和预处理法、杂交粒子 Level Set

法等结合成功地捕捉了多种流体流动界面。在

改进算法的同时，我们把 CE/SE 算法广泛地推

广应用于流体力学的各个领域：超声速流动与

激波传播、化学反应流动（燃烧与爆轰）[3，4]、

不可压缩粘性流动（溃坝流、双层方腔流流动、

液滴坠落与破碎、不稳定性[5]）、多相流动（多

相爆轰[6]）、多孔介质与空隙介质流动[7]，最后，

我们还把它成功地推广应用于超高速撞击问题

（流体弹塑性）[8]。 

1 CE/SE 差分格式 

本文的三维 CE/SE 差分格式是在原有的改

进的 CE/SE 二维差分格式基础上推广得到的。

考虑直角坐标系下非定常守恒型 Euler 方程组： 

( ) ( ) ( )
0

U E U F U G U

t x y z

   
   

   
  (1.1) 

其中： 
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          (1.2) 

利用 Gauss 散度定理将方程微分形式化为

积分形式： 

( )

0m

S V

d  H s               (1.3) 

( , , , )m m m m mE F G UH  (m=1~5)     (1.4) 

其中 S(V) 是四维时空间求解区域边界，

ds n d  ，n 是 S(V)的外法向单位矢量，dσ

是 S(V)上的微元体积。 

 

图 1.1 空间网格示意图 

 

图 1.2 守恒元示意图 

 

图 1.3 解元示意图 

将时间和空间统一进行网格划分，空间网

格如图 1.1 所示。在求解每一个网格点时定义一

个守恒元(CE)(图 1.2) 和解元(SE)(图 1.3),守恒

元和解元都是由一系列长方体构成。 

对于解元中任意一点的物理量用解元基点

(图 1.3 中心的小黑点，记为 'P )的 Taylor 展式表

示，距离基点 ( , , , )dx dy dz dt 的点的物理量可表

示为： 
( , , , ) ( ) ( )m P m P mx PU dx dy dz dt U U dx     

( ) ( ) ( )my P mz P mt PU dy U dz U dt      (1.5) 

( , , , ) ( ) ( )m P m P mx PE dx dy dz dt E E dx     

( ) ( ) ( )my P mz P mt PE dy E dz E dt       (1.6) 

( , , , ) ( ) ( )m P m P mx PF dx dy dz dt F F dx     

( ) ( ) ( )my P mz P mt PF dy F dz F dt       (1.7) 

( , , , ) ( ) ( )m P m P mx PG dx dy dz dt G G dx     

( ) ( ) ( )my P mz P mt PG dy G dz G dt       (1.8) 

其中 ( )m PU 、 ( )m PE 、 ( )m PF  、 ( )m PG  ； ( )mx PU  、

( )mx PE  、 ( )mx PF  、 ( )mx PG  ； ( )my PU  、 ( )my PE  、

( )my PF  、 ( )my PG  ； ( )mz PU  、 ( )mz PE  、 ( )mz PF  、

( )mz PG ； ( )mt PU  、 ( )mt PE 、 ( )mt PF  、 ( )mt PG  分别

是解元基点 mU 、 mE 、 mF 和 mG 的物理量及其

对 x 方向、y 方向、z 方向和 t 方向的导数值。

将(1.5)~(1.8)式代入(1.1)式得： 
( ) ( ) ( ) ( )mt P mx P my P mz PU E F G             (1.9) 

由此可知 mU 的时间导数可通过 mE 、 mF 、

mG 的空间导数求得，而 mE 、 mF 、 mG 是 mU 的

函数，它们的时间和空间导数可由 mU 的时间和

空间导数求得。因此求解过程中需要求解的变

量有 ( )m PU 、 ( )mx PU  、 ( )my PU  ( )mz PU 。 
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借助守恒量的 Taylor 展开，在守恒元上求

解积分表达式(1.3)可以得到数值格式： 

1
( )

8m P

t t t
U U E F G

x y z


   
       

     (1.10) 

其中 
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利用解元物理量在交界处的连续性，可以

得到 mU 的空间导数： 

'

1
( ) 0,0,0, 0,0,0,

2 2 2mx P m m
A D
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   (1.11) 

其中 '( )mx PU  、 '( )mx PU  、 '( )my PU  、 '( )my PU  、 '( )mz PU  、

'( )mz PU  是守恒元中 'P 点空间导数的差商，对它

们作加权平均得到 mU 的导数值： 

' ' '

' '

' ' '

'

( ) [( ) , ( ) , ]

( ) [( ) , ( ) , ]

( ) [( ) , ( ) , ]

mx mx mxP P P

my P my myP P

mz mz mzP P P

U W U U

U W U U

U W U U







 

 

 







       (1.12) 

加权平均函数 W 为： 

| | | |
[ , , ]

| | | |

x x x x
W x x

x x

 

     
 

 





     (1.13) 

如果不存在强间断取 0  ；对于有强间断

存在的情况，通常情况下取 1 ~ 2  以抑制数

值振荡。 

2 数值算例 

2.1 一维激波管问题 

为了验证上述推导的三维 CE/SE 差分格式

可靠性，我们首先对具有精确解的一维激波管[9]

的算例进行了数值模拟。在一根尺寸为

2.0×0.2×0.2 的激波管中充满了理想气体，在中

部有一隔膜将气体分成了两部分，t=0 时刻两部

分气体状态为： 
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(1.0,0,0,0,1.0),0 1

(0.125,0,0,0,0.1),1 2
( , , , , )

x

x
u v w p

 

 




 (2.1) 

计算开始时隔膜突然打开，两部分气体开

始自由混合。计算网格为 300×30×30，为了验证

算法，我们将结果与一维三阶 ENO 格式[10]用

300 网格计算得到的结果进行了比较，如图 2.1

所示。 

 

 
（a）整个 x 轴    

 
                 （b） 局部放大图 

图 2.1 一维激波管问题密度分布比较（精确解、CE/SE、

ENO） 

计算结果表明，在同样的网格数量条件下，

采用 CE/SE 差分格式的计算结果精度要高于 3

阶 ENO 差分格式的结果，并与精确解吻合得很

好。这表明采用我们所推导的三维 CE/SE 差分

格式进行计算是可靠的。 

2.2 三维黎曼问题 

现把上述的一维 Riemann 问题推广到三维

黎曼问题。在一个三维立方体（2.0×2.0×2.0）区

域内用隔膜将气体分成状态不同的八个部分，

相邻的部分具有不同密度和温度，法向速度和

压力相等，而切向速度大小相等方向相反，这

符合接触间断的基本特性。当计算启动，隔膜

自动消失，在接触间断的附近将会产生复杂的

三维涡结构，激波间断、接触间断与涡结构相

互作用，流动将会变得非常复杂。图 2.2 给出了

三维 Riemann 问题数值结果，计算结果完全说

明上述的三维 CE/SE 差分格式是有效的。 

 

  
（a） 密度分布             （b）压力分布 

图 2.2 三维 Riemann 问题数值结果（200×200×200 网格，

t=0.2） 

2.3 三维后台阶激波绕射问题 

二维后台阶问题已经有很多学者进行了计

算，并和实验结果进行了对比，但是三维后台

阶问题目前还没有实验和计算结果。这里我们

用本文的三维 CE/SE 算法对该问题进行了数值

模拟。计算区域是一个 2.0×2.0×2.0 的立方体区

域，在区域的一个角落放置一个 1.0×1.0×1.0 的

立方体台阶。计算网格为 200×200×200，激波马

赫数取 1.3。 

   

 

 

图 2.3 三维激波绕后台阶流动问题数值结果（不同角度

密度分布 t=1.5） 

图 2.3 三维激波绕后台阶流动问题数值结

果，它给出了不同角度激波绕后台阶时的绕射

流场。为了便于比较，我们在三维计算流场中

取出了二维激波绕后台阶流场的计算结果，它

和实验结果相当好的吻合，这再次验证了我们

的三维 CE/SE 差分格式的有效性。 
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当激波从台阶绕过时将会形成两个扇形的

涡结构，两个涡在台阶交界处会发生相互作用，

这时会形成很复杂的流场，它比二维后台阶问

题要复杂得多。 

2.4 三维激波双楔面反射问题 

三维激波双楔面反射问题是一个很好的三

维激波反射问题。目前已有一些学者通过理论

[11]、实验[12]和计算手段对该问题进行了探索，

得到了一些很有价值的结论。计算模型如图 2.4

所示，计算区域尺寸为 2.0×2.0×2.0，在距离

入口平面 ADHE0.5 处放置两个楔面，水平楔面

的倾角为α，垂直楔面倾角为β，ON 是两个楔

面的交线。初始时刻在入口处有一平面激波。

计算中网格数为 200×200×200。 

图 2.5给出 α=45°, β=45°, Ms=2.85的计算结

果。图 2.5a 为数值计算的密度分布，图 2.5b 为

实验的密度分布。比较可以看出三维 CE/SE 差

分格式的计算结果和实验室非常吻合的。在激

波绕过双楔面过程中，在两个楔面上将分别形

成两个马赫杆，这与二维理论也是符合的。在

楔面交线附近，由于两个马赫杆相互作用，将

会形成一个向前倾的三维马赫杆结构。 

 

图 2.4 三维激波双楔面反射计算模型 

 
(a) 密度分布      （b）实验三维全息照片[7] 

图 2.5 三维激波双楔面反射问题密度分布与实验比较 

 2.5 激波通过多障碍物坑道问题 

为了把我们的三维 CE/SE 差分格式推广应

用于实际的过程问题，我们对防护工程中的激

波在坑道中通过多个障碍物时复杂流场进行了

计算和预报。计算模型如图 2.6 所示，在一个

4.0×1.0×1.0 的坑道内放置 4 个尺寸均为

0.4×0.3×0.3 的障碍物。初始时刻有一个平面激

波正好到达坑道入口处。计算采用 200×200×200

网格，激波马赫数取为 3.0。 

在激波通过坑道过程中，激波遇到障碍物

将会产生正激波、斜激波反射，漩涡以及它们

之间的相互作用。图 2.7 给出了激波通过多障

碍物坑道时的计算结果。图 2.7a,b 给出了不同时

刻（t=0.8, 1.3）激波绕过多个障碍物时的三维复

杂流场。图 2.7c 给出了 t=1.3，y=0.5 时二维密

度分布。图 2.7d 给出了 t=1.3，z=0.25 时二维密

度分布。 

通过上述计算可以对激波在通过具有多个

障碍物的坑道时的压力、密度和速度进行分析，

并给出合理的预报，为防护工程设计和施工提

供一定的依据，并进行适当的优化。 

 

 

图 2.6 计算几何模型 

 

(a) t=0.8 
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 (b) t=1.3 

 

(c) t=1.3, y=0.5 

 

(d) t=1.3, z=0.25 

图 2.7 激波穿过多障碍物通道问题计算结果 

3 结论 

本文推导并给出了一种改进的三维 CE/SE

差分格式。该格式继承了原有的 CE/SE 差分格

式优点：捕捉激波不需要 Riemann 求解器，多

维问题不需要算子分裂，是一种真正的多维格

式。从多个算例的计算结果可以看出，本文三

维 CE/SE 差分格式能够处理比较复杂的边界条

件，具有相当高的精度，能够准确捕捉各种激

波结构。 

三维 CE/SE 差分格式虽然是在守恒型 Euler

方程基础上提出来的，但只要作很小修改，也

很容易把它推广到 N-S 方程的差分格式。其次

该格式本身具有有限体积格式的特点，容易推

广到一般的非结构网格。因此该格式有着广泛

的适用范围。 
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