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摘要 针对大挠度四边固定矩形薄板，研究其在机械载荷、电磁场耦合作用下的混沌运动。在板壳与磁弹性力学理
论的基础上，推导出薄板在横向稳恒磁场和机械载荷共同作用下的非线性磁弹性耦合振动方程。利用 Melnikov函数法，
求出该动力系统 Smale马蹄变换意义下出现混沌运动的条件，并对该系统振动方程进行数值模拟。通过具体算例，得到
系统的分岔图、位移波形图、相图以及庞加莱截面图。讨论机械载荷、电磁场参数对系统混沌运动的影响，由仿真结果可
知，通过变化机械载荷、电磁场参数，可以控制系统的振动特性。
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Abstract The chaotic motion for large deflection of a thin plate fixed at each edge under coupled action of mechanical load

and electromagnetic field is investigated． Based on the theory of plates and shells and magnetic elastic mechanics，the nonlinear
magnetic elastic coupled vibration equations of the plate under the coupled action of transverse steady magnetic field and
mechanical load is derived． Using the Melnikov function method，the chaotic motion condition of the dynamic system under the
meaning of Smale horseshoe transformation is obtained． The numerical simulation for the vibration equation of this system is also
presented． Through specific example，the bifurcation diagram，the displacement wave diagram，the phase diagram and the
Poincare section diagram of this system are shown here． The influences of the parameter variation of mechanical load and
electromagnetic field to the chaotic motion are discussed． According to the simulation，the vibration characters of this system can
be controlled by changing the parameters of mechanical load and electromagnetic field．
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引言

随着电磁结构在高新技术领域中的应用日益增

多，电磁弹性耦合作用的非线性动力学行为也倍受关

注。对于磁弹性相互作用的动力系统，Moon F C 和

Holmes P J［1］首次开展有关混沌现象的实验研究，
Tani J等［2］实验研究铁磁悬臂梁式板处在均匀磁场中
的混沌行为，Thompson R C A等［3］从实验上研究磁弹
性梁的混沌路径。近些年，高原文等［4］对处在周期时
变横向磁场中的不可移几何非线性铁磁简支梁式薄板
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的混沌运动给予理论上的定量搜索与分析。
从目前的研究成果看，对于大挠度板的非线性振

动的研究并不多见［5-7］，而对非铁磁类材料的薄板、薄
壳在电磁场与机械载荷共同作用下的混沌运动研究也

较少，Zhu Weiguo等［8］和杨阳等［9］研究小挠度矩形薄
板在机械场与电磁场耦合作用下的混沌运动。朱卫国
等［10］研究简支圆薄板在机械场与电磁场耦合作用下

的分岔与混沌运动。对于非铁磁类材料的大挠度薄板
在力、磁耦合共同作用下的磁弹性振动研究还不多见。
鉴于此，本文以四边固定矩形薄板为例，讨论薄板在电

磁场与机械场耦合下的混沌运动。通过具体算例得到
系统的分岔图、相应位移波形图、相平面轨迹图、庞伽
莱截面图。并讨论机械载荷、电磁场参数对系统运动
状态的影响。

1 运动方程

矩形薄板置于横向稳恒磁场 B( 0，0，Bz ) 中，Bz 为

垂直于薄板中面的法向磁场强度分量。同时受有分布
载荷 P( 0，0，q) 作用。在笛卡儿直角坐标系中，oxy为
薄板的中面，z 为法向坐标，在不考虑极化、磁化的影
响，将洛仑兹力 ρfx、ρfy、ρfz 作为质动力载荷加入到板
运动方程中，可得薄板的磁弹性耦合运动方程组
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式中，h为板厚，Nx、Nxy、Ny、Qx、Qy、Mx、Mxy、My 为内力

分量，θx、θy为角位移分量，ρ为质量密度，ρfx、ρfy、ρfz分
别为对应 x、y、z方向的洛仑兹力分量，mx、my为洛仑兹

力矩，u、v、w分别为中面内点在 x、y、z方向的位移，t为
时间，q为垂直于薄板中面的法向机械载荷分量。
洛仑兹力和洛仑兹力矩为［11］
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式中，σ为电导率，ex 、ey 为磁感应电场强度分量。

矩形板的内力方程为［12］55-57
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式中，D 为抗弯刚度，D = Eh3

12( 1 － ν2 )
，E为弹性模量，

ν为泊松比。
中面内力和挠度表示的相容方程为［12］190-194
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引入应力函数 φ( x，y) ，则有
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令机械载荷 q = q0cos( ωt) ，其中 q0 为机械力幅
值，ω 为激振频率。式( 1 ) 中去掉惯性力项，由式
( 1) ～式( 5) 可得矩形板的非线性控制方程为
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四边固支的矩形薄板，长 a、宽 b，则其边界条件
为

w = w
x

= 0 x = 0，a

w = w
y

= 0 y = 0，{ b

由于工程实际中对一阶主振型感兴趣，故可设

w( x，y，t) = Θ( t) 1 － cos 2πx( )a 1 － cos 2πy( )b
( 7)

式中，Θ( t) 为时间 t的函数。
由式( 6) 第二式及式( 7) 可得

4 = 8Eπ4

a2b2
Θ2 ( t () cos 4πxa cos 2πyb +
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cos 2πxa cos 4πyb + cos 2πxa + cos 2πyb －

cos 4πxa － cos 4πyb － 2cos 2πxa cos 2πy )b
利用待定系数法，可设应力函数
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将其代入上式，两边比较系数，得应力函数
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对式( 6) 中第一式利用 Galerkin原理有
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将式( 7) 、式( 8) 代入上式中，经计算可得
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由 β的表达式可看出 β ＞ 0，此时方程( 9) 称为是

一类具有硬弹簧特性的 Duffing方程。

采用无量纲化，令 Θ = α
槡β

x，t = τ
槡α
，ω = 槡αω0，

γ = 槡αδ，F = 槡α α
槡β

f，最终将式( 9) 简化为

ẍ + δx· + x + x3 = fcos( ω0τ) ( 10)
式中，x是时间 t的函数，δ可看作是阻尼因子，f为外
加激振力无量纲振幅，ω0 为外加激振力无量纲频率，

τ为时间变量。

令 x
·

= y，f = εf1，δ = εδ1，则系统方程( 10) 的等
价系统为

x
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y
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式中，ε为小值扰动参数，f1为 ε扰动下系统的无量纲
振幅，δ1 为 ε扰动下系统的阻尼因子。
当 ε = 0 时，系统方程( 11 ) 是未扰动的 Hamilton

系统，即

x
·

= y

y
·

= － x － x{ 3

未扰动系统的 Hamilton 系统有一个奇点 ( 0，0)
且为中心。
由次谐轨道 Melnikov函数理论［13］，可计算出当下

列条件

f
δ
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成立时，系统具有 Smale马蹄变换意义下的混沌运动。
其中，ch表示双曲余弦函数，K( k) 为第一类完全椭

圆积分，k为椭圆积分的模数，k' = 1 － k槡 2 称为余模

数，K'( k) 为对应于余模数 k' 的全椭圆积分，且

K'( k) = K( k') ，Φ( k) 为第二类完全椭圆积分，n( n
为正整数) 取值为正奇数。

2 数值解及算例分析

已知铝质薄板厚 h = 1 × 10 －2m，密度 ρ = 2． 67 ×
103 kg /m3，弹性模量 E = 71 GPa，泊松比 ν = 0． 34，
电导率 σ = 3． 6 × 107 ( Ω·m) －1 。为了便于计算，取
a = 2π m，b = 2π m，ω0 = 0. 6 rad /s。将它们代入方
程，用四阶 Runge-Kutta方法编程求解。以下的数值计
算中，采用积分容忍误差为 10 －6，采样周期为 150，在
积分所得时间响应中反复 8 000 次后开始采集数据，
保证系统动态响应达到稳定状态。这些数据，包括位
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移、加速度、时间等，将被用来产生分岔图、位移波形
图、相图以及庞伽莱截面图。
2. 1 机械载荷的影响
当 Bz = 1. 84 T 时，通过改变机械载荷幅值 q0，使

得 f在 18. 3 ～ 21 之间变动，得到系统随 f 变化的分岔
图，如图 1 所示。从图中可看出，随着机械载荷变化，
系统的混沌区与周期区交替出现。f = 18. 3 ～ 18. 65
之间系统处于单周期运动状态，在 f = 18. 65 附近系统
发生分岔，以两条间断且互补性单周期开始运动。在 f
= 18. 7 ～ 18. 85 范围内少许的五周期与单周期交替出
现，之后为大量的间断互补性单周期运动，直到 f =
19. 665 附近系统有短暂的混沌运动，当 f = 19. 715 ～
19. 74 范围内系统为三周期运动状态，而后 f = 19. 74
～ 20. 15 之间系统总体为混沌状态，只是在 f = 19. 8
和 f = 19. 925 附近有瞬间的单周期，且在 f = 20. 08 有
小段二周期运动状态，f = 20. 15 ～ 20. 26 之间系统为
五周期运动状态，在 f = 20. 26 附近进入完全混沌运动
状态。
图 2 ～图 5 给出不同 f 值下系统的相图、庞加莱

截面图及位移波形图。

图 1 Bz = 1. 84 T时分岔图

Fig． 1 Phase of bifurcation ( Bz = 1. 84 T)

图 2 f = 18. 3 时的相图、庞加莱截面图

及位移波形图

Fig． 2 Phase diagram、Poincare map and wave

diagram of displacement ( f = 18. 3)

2. 2 电磁场的影响
当 f = 18. 75 时，通过改变垂直于薄板中面的法向

图 3 f = 19. 73 时的相图、庞加莱截面图

及位移波形图

Fig． 3 Phase diagram，Poincare map and wave

diagram of displacement ( f = 19. 73)

图 4 f = 20. 08 时的相图、庞加莱截面图

及位移波形图

Fig． 4 Phase diagram，Poincare map and wave

diagramof displacement ( f = 20. 08 )

图 5 f = 20. 7 时的相图、庞加莱截面图

及位移波形图

Fig． 5 Phase diagram，Poincare map and wave diagram

of displacement ( f = 20. 7)

磁场强度分量 Bz的大小，取 Bz = 0 ～ 3. 2 T，得到系统
的分岔图，如图 6 所示。从图中可看出，随着磁感应强
度 Bz的变化，系统的运动状态有比较明显的变化。
Bz = 0 ～ 1. 2 T 之间系统均处于混沌状态，而在 Bz =
1. 2 T ～ 1. 4 T范围内系统为大周期与单周期交替出现
的运动状态，如当 Bz = 1. 21 T时系统为大周期运动状
态，Bz = 1. 214 T 时系统为单周期运动状态，而 Bz =
1. 23 T 时系统再次进入大周期运动状态，如此反复，
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且在 Bz = 1. 218 T和 Bz = 1. 368 6 T 附近系统有短暂
的混沌状态，此后系统为大量的间断互补性单周期运

动，仅在 Bz = 1. 711 5 T 和 Bz = 1. 852 8 T 附近有瞬间
的五周期出现，当 Bz = 2. 9 T 附近系统反分岔进入单
周期运动．图 7 ～图 9 给出不同 Bz值系统的相图、庞加
莱截面图和位移波形图。

图 6 f = 18. 75 时的分岔图
Fig． 6 Phase of bifurcation ( f = 18. 75)

图 7 Bz = 0. 45T时的相图、庞加莱截面图

及位移波形图

Fig． 7 Phase diagram，Poincare map and wave

diagram of displacement ( Bz = 0. 45T)

图 8 Bz = 1. 214 T时的相图、庞加莱截面图

及位移波形图

Fig． 8 Phase diagram、Poincare map and wave diagram

of displacement ( Bz = 1. 214T)

3 结论

本文研究大挠度四边固定矩形薄板在机械场和电

图 9 Bz = 1. 7115T时的相图、庞加莱截面图

及位移波形图

Fig． 9 Phase diagram、Poincare map and wavediagram

of displacement ( Bz = 1. 7115T)

磁场耦合作用下的振动特性，在满足混沌判据的条件

下，利用 Matlab 对系统的混沌运动特性进行数值模
拟。由给出的分岔图、相图、庞加莱截面图及位移波形
图可以很直观地看出系统的运动状态比较复杂，总体

为混沌状态与周期状态交替出现，而在混沌区域内有

短暂的周期窗口，且系统有比较丰富的周期运动状。
参考本文的理论研究，可以实现对系统进入混沌运动

或者避免混沌运动进行控制，以达到工程中置于机械

场和磁场环境下构件的安全性和可靠性。
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