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波动数值模拟中的吸收边界条件 
*郭立伟，刘晓宇，李世海 

(中国科学院力学研究所，北京 100190) 

摘  要：为了提高人工边界条件在波动输入边界和自由场边界的精度，该文扩展了 Higdon 一阶吸收边界条件，

并编制了相应的有限元计算程序。该方法将输入波分量引入到 Higdon 吸收边界条件当中，利用最小二乘法，用

吸收边界邻域内的应变场和速度场计算 Higdon 边界条件公式中的参数，实现了吸收边界条件的自动更新。并且，

该文提出了既适用于波动输入边界又适用于自由场边界的速度边界和力边界两种吸收边界条件。算例表明，与传

统人工边界条件相比，该文建议的吸收边界条件具有良好的模拟效果。 
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ABSORBING BOUNDARY CONDITION IN NUMERICAL SIMULATION OF 
WAVE PROPAGATION PROBLEMS 

*GUO Li-wei , LIU Xiao-yu , LI Shi-hai 
(Institute of Mechanics, Chinese Academy of Sciences, Beijing 100190, China) 

Abstract:  The first-order absorbing boundary condition is extended to improve accuracy both on the free field 
boundary and the input wave boundary. The computer program of this absorbing boundary condition is based on 
finite element method. The input wave is introduced into Higdon’s boundary condition by using least-squares 
method, while the parameters in Higdon’s operator are estimated by the nodal strain and velocity fields inside 
absorbing boundary. As a result, the absorbing boundary condition is updated automatically. The velocity 
boundary condition and the force boundary condition are proposed to absorb reflected wave both on the free field 
boundary and the input wave boundary. Numerical examples show that the proposed boundary conditions have 
much higher accuracy compared with the conventional artificial boundary conditions. 
Key words:  wave propagation; absorbing boundary condition; input wave boundary; free field boundary; finite 

element method 
 

在对无限域中的波动问题进行数值模拟时，需

要用人工边界截取无限域得到有限计算模型，将计

算规模控制在一定的范围之内。然而，有限模型不

能完全等效于实际模型，因为在这些人工边界上会

发生波的反射，从而引起波的振荡，导致数值模拟

失真。因此，需要在这些截断边界上引入人工边界

条件来消除波的反射。 
一般来说，人工边界条件主要有五类：边界积

分法、无穷元法、完全匹配层(PML)法、透射理论

和吸收边界法。边界积分法[1]有较高的精度和适用
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性，但是它不仅空间偶联，而且仅在频域中有效，

同时由于含有特殊函数和卷积积分而导致数值实

现十分复杂。无穷元法[2―3]可以方便的引入到有限

元程序中，但是可能产生局部非对称的矩阵，导致

近场波动分析离散后的对称性丧失。完全匹配层方

法[4]能较为完全的吸收所有非平行入射和非零频率

的入射波，但是存在时间偶联和空间偶联的问题。

透射理论和多次透射边界条件[5―6]精度较高，易于

和有限元方法相结合，但需要进行自由波场计算和

边界区域的波场分离，较为复杂。粘性边界[7]以及

后来发展的粘-弹性边界条件[8―10]形式简单，但是对

某些角度入射波的吸收精度较差。 
Higdon[11―13]基于一维波动方程提出了一系列

由一阶微分算子的乘积构成的吸收边界条件，许多

学者也使用 Higdon 边界条件建立更精确的高阶吸

收边界条件。高阶边界条件虽然精度较高，但是它

们的计算时间随着阶数增加呈线性甚至几何级数

增长。与其相比，一阶吸收边界形式较为简单并且

耗费计算时间较少，因此提高一阶吸收边界的精度

仍然有很大的意义。Ju S H[14]在 Higdon 一阶边界条

件的基础上提出了模拟吸收边界条件的有限元方

法。该方法首先利用 Higdon 算子得到波速与波传

播方向余弦的比值，然后再次使用这个算子实现有

限域中波动在人工边界处的向外传播。这种方法精

度较高，并且可以方便的在有限元程序当中实现。 
在波动问题的数值模拟当中，由于波传播方向

的任意性，吸收边界条件对不同角度入射波的吸收

精度是衡量其好坏的一个重要标准。另外，波动有

时必须由人工边界处输入，要求吸收边界条件不仅

能吸收波，而且能保证波的正常输入，因此需要修

正吸收边界条件以考虑输入波的影响。 
本文修正了 Higdon 一阶吸收边界条件，发展

了一种基于有限元方法的数值方法。在本文方法

中，吸收边界条件在计算中根据入射波的变化自动

更新，然后修正吸收边界上的节点速度或应变。修

正后的吸收边界条件既可以吸收波，又可以保证波

的正常输入，使得考虑输入波的吸收边界条件精度

更高并且更易于数值实现，数值算例证明了它的有

效性。 

1  吸收边界条件的推导 

1.1  吸收边界公式 
Higdon[11 ― 13]提出的吸收边界条件具有如下

形 式： 
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式(1)建立在空间域 Ω={(x1, x2, x3): x1>0}上，式

中 x1 的正方向指向 Ω 域内，x1=0 表示人工边界所

在的位置，ui 表示 xi 方向的位移，c 表示波速，α ij

表示波的第 j 个传播方向与 xi 方向的夹角，m 表示

所考虑的总阶数。 
如引言中所述，在某些情况下波必须由人工边

界处输入，如果用式(1)所示的吸收边界条件施加在

这样的边界上，那么输入波同样会被吸收，产生错

误。在这种情况下，式(1)所示的吸收边界条件需要

进行修正以考虑输入波的影响。在有输入波的人工

边界上，位移包括两部分： 
input reflect

i i iu u u= +             (2) 

式中：ui 表示 i 方向的总位移； input
iu 表示 i 方向由

输入波产生的位移； reflect
iu 表示 i 方向由反射波产生

的位移。在人工边界上， reflect
iu 应该被消减而 input

iu
则应该保留，由式(2)可以得到： 

reflect input
i i iu u u= −             (3) 

将式(3)代入式(1)中，考虑输入波的吸收边界条

件可以写为： 

input
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其一阶形式(m=1)可以写为： 

input

1
( ) 0i i ic u u

t x
⎛ ⎞∂ ∂

− − =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
,  1,2,3i =    (5) 

式中，ci=c/cosα i1，ci 也被称为视波速。式(5)表示

的吸收边界条件可以改写为： 

input

1
( ) 0i i ic u u

x t
⎛ ⎞∂ ∂′− − =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

,  1,2,3i =     (6) 

式中 ic′ =cosα i1/c，这样改写的原因在下文将有说

明。由式(5)和式(6)可以得到： 
input input

1 1

i i i i
i

u u u uc
t t x x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
− = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
,  1,2,3i =  (7) 

input input

1 1

i i i i
i

u u u uc
x x t t

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂′− = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

,  1,2,3i =  (8) 

在式(7)和式(8)中，∂ui/∂t 和 input /iu t∂ ∂ 分别表示

总 速 度 和 由 输 入 波 产 生 的 速 度 ， ∂ui/∂x1 和
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input
1/iu x∂ ∂ 分别表示总位移梯度和由输入波产生的

位移梯度，吸收边界条件式(7)和式(8)建立了速度和

位移梯度之间的约束关系。 
1.2  吸收边界参数 

在式(7)和式(8)中，参数 ci和 ic′的选择依赖于具

体问题。这有两方面的原因：首先，波的入射角α 
很难确定。在计算模型当中，波可以沿多个方向传

播，对于式(7)和式(8)所表示的吸收边界条件而言，

只有平行于特定方向 i 入射的波才能被完全吸收，其

他方向的入射波会产生不同程度的反射；其次，波速

c 是随时间和空间而变化的。经过计算模型的自由

表面和内部界面的多次反射和折射后，计算域同时

存在 P 波、SV 波和瑞利波等，它们的波速都不相

同。因此，参数 ci 和 ic′的确定是一个复杂的问题，

需要在计算中随着入射波的变化而不断更新。 
在以前的研究当中，Orlanski[15]选择人工边界

节点邻域内的一个节点来计算边界节点处的局部

波速。其他学者(Durran 等[16]，Ju S H[14])指出只使

用一个对应的内部节点来估计边界波速仍然会导

致较大的反射，吸收效果不好。因此，本文采用一

种由边界节点邻域内多个节点来估计边界条件参

数的数值计算方法，使用最小二乘法(LS)来确定随

时间和空间而变化的参数 ci 和 ic′： 
input input
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input input

1 1 1
input input

1

N
ik ik ik ik

k
i N

ik ik ik ik

k

u u u u
x x t t

c
u u u u
t t t t

=

=

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
− −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠′ =

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
− −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

∑

∑
, 

1,2,3i =             (10) 
式中：uik 表示第 k 个节点在 i 方向的节点位移；N
表示用来计算 ci 和 ic′的节点数，这 N 个点可以沿着

边界点的法线方向或在其邻域的一个条带内根据

计算精度的要求选取。在式 (9)和式 (10)中，
input /iku t∂ ∂ 和 input

1/iku x∂ ∂ 分别表示输入波的速度分

量和位移梯度分量，∂uik /∂t 表示第 k 个节点在 i 方
向的节点速度，∂uik/∂x1表示第 k 个节点 i 方向的节

点位移在 x1方向的梯度，可以通过分离相应的应变

分量得到。 

1.3  两种吸收边界条件 
参数 ci 和 ic′计算后，在人工边界上，既可以用

位移梯度分量修正速度分量，也可以用速度分量修

正位移梯度分量，来实现吸收入射波的效果。在数

值计算的当前时步，位移梯度分量∂uik /∂x1 和速度分

量∂uik /∂t 是未知的，可以使用上一时步相对应的量。

在人工边界上，随时步而更新的速度和位移梯度可

以表示为： 
input input

, 1 , , 1 , 1

1 1

i n i n i n i n
i

u u u u
c

t x x t
+ + +⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

= − +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
,  1,2,3i =  

(11) 
input input

, 1 , , 1 , 1

1 1

i n i n i n i n
i

u u u u
c

x t t x
+ + +⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

′= − +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
,  1,2,3i =  

(12) 
式中：ui,n+1表示当前时步(第n+1时步)i方向的位移；

ui,n 表示上一时步(第 n 时步)i 方向的位移； input
, 1i nu + 表

示当前时步输入波 i 方向的位移分量。在式(11)和
式  (12)中，等式右边的量都是上一时步的计算结果

或者输入量，是已知的，即人工边界上当前时步的

相关量可以根据入射波的变化不断得到更新。 
需要指出的是，在以前的研究当中，很多学者

如 Ju S H[14]改进的吸收边界条件都是用位移梯度修

正速度(如式(7)和式(11)所示)，并不考虑输入波。

在这种情况下，由于波的入射角α i1 可能接近 90°，
导致入射波的方向余弦趋近于零，视速度 ci 可能趋

近于无穷大，数值计算不收敛。当采用式(12)的形

式作为吸收边界条件时，因为波速 c 是由介质的材

料属性决定的，是有限大小的值，故参数 ic′也是有

限大小的，保证了数值计算的收敛性。下文的数值

算例将进行两种方法的比较。 
在吸收边界条件的计算中，如果是边界上的速

度分量被修正(如式(11)所示)，那么吸收边界就以速

度边界条件的形式作用在人工边界上。如果是边界

上的位移梯度分量被修正(如式(12)所示)，那么可以

通过本构关系计算得到边界节点的应力分量，由节

点应力计算节点力，吸收边界条件就以力边界的形

式作用在人工边界上。在本文中，材料是弹性的，

采用广义胡克定律作为本构关系。值得注意的是，

式(11)和式(12)只包含了一部分位移梯度分量，其余

的分量可由上一时步(第 n 时步)计算的应变分量中

分离得到。 
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2  数值算例 

为了检验本文吸收边界条件的效果，编制了相

应的动力分析有限元程序，并选用粘性边界条件作

为比较。 
2.1  典型算例 

本文选取一个矩形域作为计算模型，如图 1 所

示，该模型长度为 6a，宽度为 a，a=20m。有限元动

力计算的精确度依赖于单元最大尺寸与最小波长

的比值，一般来说应该不大于 1/12[7]，该模型单元

尺寸为 1m，最小波长 12.39m，满足该条件的要 求。 

 
图 1  典型算例计算模型 

Fig.1  Numerical model of a typical example 

 
图 2  远置边界计算模型 

Fig.2  Numerical model of the extended mesh 

在数值计算中，时间步长 Δt=1.0×10−4s。计算

域内无初始应力，介质材料为均质土体，不考虑阻

尼，介质参数为：弹性模量 E=1.5×104kN/m2，泊松

比ν =0.30，密度ρ =2350kg/m3。 
2.2  有输入波的粘性边界条件 

在广泛使用的商业程序如 FLAC 中，如果在计

算模型的人工边界上有输入波，常常选用 Lysmer
和 Kuhlemeyer[7]提出的粘性边界作为吸收边界条

件，并以应力边界的形式输入波。这种方法[17]可以

表示为： 
input2( )n p n p nt C v C vρ ρ= − +         (13) 

input2( )s s s s st C v C vρ ρ= − +          (14) 
式中：  nt 和 st 分别表示施加的法向和切向单位面积

力；ρ 表示密度；Cp 和 Cs分别表示 P 波和 S 波的波

速；vn 和 vs分别表示边界节点速度的法向和切向分

量； input
nv 和 input

sv 分别表示输入波速的法向和切向

分 量。 
2.3  误差处理方式 

为了检验本文方法的准确性并和粘性边界条

件比较精度，不同方法的解将和精确解进行比较。

本文利用无人工边界条件影响的数值解替代精确

解，简称为精确数值解，记为 uex。精确数值解可以

利用充分大的计算区域(如图 2 所示)获得，即取用

人工边界反射波到达观测点之前的数值解。该计算

区域长度为 12a，宽度为 4a，a=20m。由于远置边

界计算模型被设计足够大，使得图 1 给出的计算模

型实际为图 2 所示长方形区域的左上角虚线部分。 
为了定量描述本文所述吸收边界条件的精度，

沿人工边界 Γ 在计算时间内的全局误差可以用

Eulerian 误差计算方法得到： 

2

1 1

1 1 [ ( , , ) ( , , )]
c tN N

m m n ex m m n
m nc t

E u x y t u x y t
N N = =

= ⋅ −∑∑  

(15) 
式中：E 表示全局误差；Nc表示人工边界 Γ上用来

计算误差的观测点个数；Nt 表示在整个计算时间内

选取的时间点的个数；u(xm, ym, tn)表示原始模型点

(xm, ym)在 tn时刻的位移；uex(xm, ym, tn)表示扩展模型

点(xm, ym)在 tn 时刻的位移。在下文的图中，全局误

差 E 均表示为输入波位移幅值的百分比。 
2.4  数值分析结果 

为了验证本文吸收边界条件对不同类型波的

效果，分别输入 P 波和 SV 波进行计算，在边界 ΓW

和 ΓS输入如下形式的余弦波： 
[1 cos( sin cos )]i iu A t xk ykω θ θ= − − − , 1,2i =  

(16) 
式中：Ai 表示 i 方向的位移幅值；ω=2πf 表示圆频

率；k 表示波数；θ 表示波的传播方向与边界法向

之间的夹角，如图 1 所示。在本算例中，A=0.004m，

f=4Hz。为了验证本文吸收边界条件对不同入射角

度的波的吸收能力，入射角θ在 0 和 90°之间变化。 
吸收边界条件只作用在边界 ΓS上，该边界同时

也是波动输入边界。对于每个吸收边界节点，在该

点邻域内选取 5 个点计算边界条件参数，在 ΓS上选

择 10 个观测点计算全局误差。 
从图 3 和图 4 可以看出，如果输入波为 P 波，

当入射角较小时，三种边界条件的精度相差不大，

均在 5%~15%之间变化；当入射角大于 60°时，本

文速度边界和力边界条件误差仍然很小，而粘性边

界条件的误差急速增大，甚至接近 40%。从图 5 和

图 6 可以看出，如果输入波为 SV 波，当入射角较

小时，三种边界条件的误差很接近，相比较而言速

度边界的误差最大，在 20%左右。随着入射角的增
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大，本文速度边界和力边界的误差仍比较平稳并保

持较小，而粘性边界条件的误差不断增大，接近

40%。 
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(b) θ=30° 
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(c) θ=60°  

 
(d) θ=90° 

图 3  输入不同方向 P 波观测点 P(40,0)位移时程比较 

Fig.3  Time histories of displacement at P(40,0) for different 
angles of input P-wave 

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
-10

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

误
差

E/
(%

)

输入波入射角θ/(o)

 粘性边界
 本文速度边界
 本文力边界

 
图 4  输入不同方向 P 波本文边界与粘性边界误差比较 

Fig.4  Global errors of absorbing boundary conditions in this 
paper and viscous boundary condition for different angles of 

input P-wave 
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(b) θ=30° 
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(c) θ=60° 
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(d) θ=90° 

图 5  输入不同方向 SV 波观测点 P(40,0)位移时程比较 

Fig.5  Time histories of displacement at P(40,0) for different 
angles of input SV-wave 
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图 6  输入不同方向 SV 波本文边界与粘性边界误差比较 

Fig.6  Global errors of absorbing boundary conditions in this 
paper and viscous boundary condition for different angles of 

input SV-wave 

综合比较三种人工边界条件，本文吸收边界条

件的结果与精确数值解吻合的较好，尤其是在输入

波为 SV 波的情况下。从比较结果可以看出，本文

的以力边界形式作用的吸收边界条件对不同方向

入射的 P 波和 SV 波均有较好的吸收效果，最大误

差不超过 15%，具有一定的优越性。 

3  结论 

波的传播是岩土地震工程等研究中的一个重

要内容，如地震作用下边坡动力反应分析，地基-
结构动力相互作用，地下工程地震动分析等问题，

但由于其模型的复杂性，经常采用数值方法来分析

其动力响应。利用有限模型数值方法研究能量开放

系统中的波动问题时需要人为的在有限模型的截

断面上设置人工边界条件，来模拟波在介质中向无

限远辐射的能量逸散效应。 
本文通过修正 Higdon 一阶吸收边界条件，提

出了一种适用于自由场边界和波动输入边界的吸

收边界方法，并编制了有限元计算程序。该方法首

先将输入波分量引入 Higdon 一阶吸收边界条件中，

然后在每一时步用吸收边界邻域内的应变场或者

速度场更新边界条件算子中的参数，从而分别得到

以速度边界或力边界的形式作用的吸收边界条件。

在速度边界条件中，当前时步的节点速度由上一时

步的节点应变得到；在力边界条件中，当前时步的

节点力由上一时步的节点速度得到。 
笔者用典型算例比较了本文吸收边界条件和

常用的 Lysmer 和 Kuhlemeyer 粘性边界条件的精

度。计算结果表明，本文提出的吸收边界条件简化

了地震动的输入步骤，可以达到良好的边界处理效

果，精度明显高于粘性边界条件。综合考虑，以力

边界形式作用的吸收边界条件更为适用。 

参考文献： 

[1] Kausel E, Peek R. Boundary integral method for 
stratified soil [R]. Cambridge: Department of Civil 
Engineering, Massachusetts Institute of Technology, 
1982. 

[2] Chow Y K, Smith I M. Static and periodic infinite solid 
elements [J]. International Journal for Numerical 
Methods in Engineering, 1981, 17(4): 503―526. 

[3] Burnett D S. A three-dimensional acoustic infinite 
element based on a prolate spheroidal multiple expansion 
[J]. Journal of the Acoustical Society of America, 1994, 
96(5): 2798―2816. 

[4] Berenger J P. A perfectly matched layer for the 
absorption of electromagnetic waves [J]. Journal of 
Computational Physics, 1994, 114(2): 185―200. 

[5] Liao Zhenpeng, Wong H L. A transmitting boundary for 
the numerical simulation of elastic wave propagation [J]. 
Soil Dynamics and Earthquake Engineering, 1984, 3(4): 
174―183. 

[6] 廖振鹏, 黄孔亮, 杨柏坡. 暂态波透射边界[J]. 中国科

学(A), 1984, 26(6): 556―564. 
Liao Zhenpeng, Huang Kongliang, Yang Baipuo. A 
transmitting boundary for transient wave analyses [J]. 
Scientia Sinica (A), 1984, 27(10): 1063―1076. (in 
Chinese) 

[7] Lysmer J, Kuhlemeyer R L. Finite dynamic model for 
infinite media [J]. Journal of the Engineering Mechanics, 
ASCE, 1969, 95(EM4): 859―877. 

[8] Deeks A J, Randolph M F. Axisymmetric time-domain 
transmitting boundaries [J]. Journal of Engineering 
Mechanics, 1994, 120(1): 25―42. 

 
(参考文献[9]―[17]转第 29 页) 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6
-0.002

0.000

0.002

0.004

0.006

0.008

0.010

0.012

0.014

0.016
位

移
u/

m
 本文速度边界
 本文力边界 精确数值解

 粘性边界
 本文速度边界
 本文力边界

时间/s 

本文速度边界 



 工    程    力    学 29 

 

察了弹塑性非线性单自由度体系的等效参数与位

移延性系数的对应关系，分析并推导了等效参数的

计算公式。 
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