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摘要 在广义的 空间研究材料的破坏和屈服 失效
,

找到了主应力空间和广义 空间中失效曲面

的变换
,

以及适用于所有失效准则的应力和失效面法向的普适相容关系 对于双剪强度理论
,

根据它在广义

空间的表示
,

将之归于最大偏应力理论 一类
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引 言

材料破坏准则和屈服函数的研究是一个关于材

料力学性质的重要课题
,

有关该领域的综述可参阅

文献 【
,

为行文方便
,

这里把材料的破坏和屈服

统称为失效 因此材料的破坏准则和屈服曲面统称

为失效曲面 失效曲面的表示多在

应力空间给出 当然也可在应变空间给出

研究材料的失效是在现在称为 空间的空间中

进行的 所谓 空间
,

是一个二维欧氏空间
,

其上的横坐标为材料中某一面元上的正应力
,

而纵

坐标是同一面元上作用的剪应力 而失效曲面
,

则

是 空间中使材料失效的所有试验点的包络 本

文首先把二维的 空间推广为三维的广义

空间
,

在这一空间中
,

按照 研究材料强度

的基本思想
,

把材料的失效表述为一个以 师 应

力 。 和失效面 方向 。 为自变量的极

大值问题 随后找到了这一极值问题在主应力空间

的相应表示
,

以及主应力空间给出的失效曲面在广

义 空间的对应表示 发现在材料的失效面上

的剪应力
,

正应力以及应力的不变量之间存在一个

普适相容条件 同时还发现 了以剪应力
、

正应力以

及应力不变量表示的失效曲面的斜率 平均应力 。
。

为参量

在此基础上对原始的双剪理论 队封 进行了研

究 双剪理论后来又发展成为包括正应力影响的广

义双剪屈服理论以及双剪统 强度理论 我们的研究

一 一 收到第 稿
, 一 一 收到修改稿

一 滋
,

表明
,

原始的双剪强度理论属于最大偏应力理论 这

一理论能较好地解释脆性材料破坏时的拉伸断裂
、

劈裂等现象
,

而对材料受压时的破坏行为的解释尚

需进一步的探讨及试验验证

预备知识

于 年在他的著名论文中提出了

岩石和土任何一个受力面上的极限抗剪强度 勺 不

仅和材料的内聚力 有关
,

而且和作用在该面上

的正应力 二。 有关 若引进材料的内摩擦角 沪
,

则

有 勺 一 沪 ,

这就是至今仍被广泛使用的

强度准则 这一准则中不包含中间主应力
,

而实验表明中间主应力对岩石强度有影响 这
一

准

则在 平面上的图形是二条相交的直线
,

这也

与实验结果不符 于 扮 年将 准

则推广为 勺 二。 ,

通过实测确定 的函数形

式 然而 准则同样没有考虑中间主应力的影

响 而且
,

岩石在单向压缩时所发生的劈裂破坏也

和 准则的预测不一致

尽管 准则和 准则存在 上述问

题
,

然而
一

理论的基本思想
,

如材料

存在内摩擦
,

内摩擦系数和材料的应力状态有关
,

不应是常数 以及材料的破坏是一个极值问题
,

应力

和材料某一面元的法线方向共同使某一函数极值条

件得到满足
,

材料才能破坏或屈服 这些无疑是正确

的 中间主应力对材料的破坏和屈服是有影响的
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然而归根结底
,

所谓中间主应力的影响实际上是材

料性质对平均应力
,

或者说对静水压力有依赖性

材料中任何一个面元上作用的正应力都包含有平均

应力贡献的部分
,

以及偏应力贡献的部分
,

这二者

的影响应分别考虑 而岩土类材料恰恰是对平均应

力敏感的材料

设材料的失效应力为 。
,

破坏或滑移在材料内部

特定的面上发生
,

面的法线记为单位向量 。
, , 的主

应力记为
, 。 , 。 , , 。 为 , 在主应力空间

的坐标 首先从 。 中分离出它的球形部分

二。 , 。 ,

、 三

通常的 升 破坏准则

几 一 三

以及 破坏准则

味 。 。 沪 一 必 三

口 口。

。。 称为平均应力
,

应力 对 有等式

口 一 口

静水压力 二 一 。 称为偏

△ “ 一 几 一 几

式中 几 和 几 分别称为 的第 和第 不变量

二 ‘

全
,

乙

。

一 。

在主应力空间
,

十 。 ,

平面记为
,

其中经过原点的面记为

垂直 。面
、

指向 。 增加的方向
,

的

过原点
、

, ,
一 办

,

称

为 坐标轴的正向 这样
,

在主应力空间
,

可以以
。 为底面

,

结合 轴建立柱坐标系
, ,

劝
,

有

都是这一极值问题的特例 因此
,

上面提出的极值

问题可以用来描述材料的失效 使不等号成立的区

域为材料的非失效区
,

此时的 。 称为许可应力 而

使等号成立的曲面则是材料的失效曲面
,

此时的 。

称为失效载荷
,

而 。 称为失效面方向 材料的失效

在这个面上发生 当求解极值问题 时
,

由于失效

曲面之外的应力状态是物理上不许可的
,

因此式

左端不能对 , 取极值 当 。 固定为失效载荷时
,

随 。变化
,

这时给 。 以增量 占。
,

相应有 占
。

和 二 ,

由此可以得到确定失效时 。 的方程 另

外
,

由于 几 的符号只影响材料失效以后的运动和滑

移方向
,

而不影响材料是否失效 所以式 中 几

只能以 几
,

或等价地
,

以《 出现 又由于非失效

区的单连通性质
,

所以
,

可以把上述极值问题重新

表述为

禺鹭嵘 一 三

一 、
,

一 。一碧
。、

,

而
口

这里 为点 。
, 。 , 。 到 轴的距离

,

为该点在
。 平面的投影与某一主应力轴在 。投影的夹角

,

表示该点到 。平面的距离

对于给定应力 ,
,

材料中法线为 。 的面元上的

正应力记为 几
,

剪应力记为 、
,

而偏应力 在这

个面上的法向分量记为 凡
,

有

等号当 , 为失效载荷时成立 对于一类仅仅由 。

和 二 决定
,

而和 、 无关的失效曲面
,

可在 中引入

一个趋于 的系数
,

以便消除式 中的嵘项

因此

昌彗
,

三
,

, 固定

。 几
·

口 , 。 ”
·

口。 一 口

也包含在式 中 当然
,

也可以单独考虑
,

可以使

用式

式 是一个带有约束条件 的极值问

题 给 。 以增量 占。
,

有

、 斌。
·

。 。 一 嵘 、 。
·

护 。 一 斗
·

占 占
·

占几

几
,

几 平面称为 平面 为了便于考虑中间主

应力的影响
,

需要把 平面拓展为广义的

空间 二 ,

氏
,

、 这样
,

三维广义 空间才能

和同样是三维的主应力空间建立
一

的映照关系

基本方程及求解

下面研究广义 空间的函数极值问题

上式中的二阶项在计算式 左端二阶变分时要用

到 在失效曲面上
,

利用式
,

可计算式 左端

的一阶变分和二阶变分 对于给定的 , ,

当 。 使

式 左端取极值且等于 时
,

有

嵘 夕 。 ,

氏

。 一 。 夕‘ 。 , 。 入。
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以及

占。
·

占。 一 占。
,

。 “ 一 氏百。
·

百。

夕‘占。
·

占。 夕“ 占。
·

。 一 八占。
·

占。 三

式中

二 气 ‘ , 。 ,‘ 下下厂
,

、, , 一 。产, 二 , ,‘ ,

、
, 、

卜鑫
。

的正确性 在文献 中可以找到岩石破裂时应力和

破裂面方向资料
,

但精度并不太高
,

不便使用 这一

工作还需要更多的实验数据支持

普适的相容条件
当材料失效时

,

应力 。 和失效面的法线 。均已

知
,

然后可以计算出 二二
, 。 ,

几、 ,

几 和 几 据式

和式 消去 了
,

可以发现这些量之间满足以下的

相容条件

式 和式 是式 左端取极值的必要条件 因

为还有 。 要考虑 然而式 不便于分析和使用
,

往往代之以物理上的直观判断

现在分析式
,

这是一个带有约束条件的向量

方程
,

相光于 个标量方程 式 两端点乘 。 以

确定 入

入 伏一 三 。
‘ ,

确定 入之后
,

式 只相当于两个标量方程
,

就是

下面将要给出的式 和式 当给定 绒二。
, 。

的形式以后
,

就可由式 确定 。 然而直接求 。 比

较繁琐 可行的替代办法是通过求 尽
‘

和 、 间接得

到 。 对式 两边和 。 作内积
,

使用恒等式
,

得到

一 ,‘ 夕‘ 嘴 灵 几 一 入尽
‘ 十

将 。 换成式 。 ,

重复上述操作
,

得到

几 一 入 《 三 几 一
、 夕‘ ,

一 了 夕‘

利用标量方程 代替向量方程
,

分析起

来较为方便 下面是具体的分析结果

尽
‘一几 ,

平面 七 爪 尽
,

的确定

在主应力空间
,

给定一个失效应力
,

只能确定失

效曲面上的一个点 而依据现在关于失效曲面的表

述
,

在试验中不仅确定 了失效应力
,

而且还有失效

面的方向 因而在广义 空间
,

一次试验不仅可

以确定失效曲面 卜的一个点
,

而 且也确定了曲面在

该点的偏导数 口几
‘
口民

、 。 。

由式 和式
,

有

砍 嵘 段一 《
。 △

了‘ 十 △ ,

这一关系适合于所有的失效准则
,

而和式 中 的

具体函数形式无关 但它又不是恒等式
,

所以说它

是一个普适的相容条件 这一条件
,

迄今尚未见到

其它文献报导

失效曲面在广义 空间和主应力空间表

示的相互转换

若给出在广义 空间的失效曲面表示
,

即

式 结合式 消去式 和式 中的 几 和

入
,

有

, 一 。 △ 氏 二

夕夕‘ 。 一 夕‘△ 。 一 夕 一 夕 ,‘
△

, ,

式 和式 结合起来又可以得到

。‘△ 一 。 三一 几 。

式 和式 结合消去 了 也可得到普适式

由于 已经给定了 的函数形式
,

从式 和

式 或 消去 。 ,

即可得到一个以 。
。
为参

量的关于 而 和 几 的函数关系
,

即在主应力空间以

应力不变量表示的失效曲面 同样
,

若给定在主应

力空间的失效曲面

几 氏。
,

儿

利用式 和式
,

当 笋 时解出

二 , , ‘ , 、

夕, ‘

从而得到

。瓜 ““

一
“‘ ’

。‘ ,‘
△

,

《

式中 △ 尽
, 二 叉 一 几况 一 几

。 , 夕 , 夕‘ , 。 , 了, , 夕 , 夕‘

这样
,

只要进行比较少的实验就可以确定失效

曲面 或者
,

也可以用 了来检验所拟合的失效曲面

这是一个关于 或二二
, 。 的非线性一阶微分方程

,

求

解这一方程
,

就得到了广义 空间的失效曲面

当得到了这个方程的解及给定失效载荷 时
,

失效

面方向 。 也随之确定 当广义 空间的失效曲
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面分片光滑时
,

每一片的边界是一条单参数曲线
,

这

一曲线在主应力空间的对应表示由式 及式

给出 反过来也同样成立 下面将用两个例子来具

体说明

例 给定广义 空间的失效准则

味 一 几 。 三

式 还存在另一个解 足一 护 但这一结果导

致 几 三
,

不合理
,

必须舍去 式 是 准

则在广义 空间的唯一对应表示 关于 准

则已经有几种不同的解释
,

式 又给出了一个新

解释 在失效面上
,

若定义 了坎 十 义 为折合剪
应力

,

则失效时折合剪应力等于

上式等价于

吠一 褚 三

当 。 为失效载荷
,

给 。 以增量 占。
,

对上式左端变

分
,

并利用 。 为单位向量的条件
,

得到

最大偏应力准则和双剪准则

最大偏应力失效准则是材料失效由正应力决

定
,

而和剪应力无关 这是第一强度理论 —最大拉应力理论的改进 在 。一几 平面
,

非失效区域只能

是一个竖的条带或半平面 一般地
,

有

堵 嗽 几
,

褚一 砍 几 。 一 二。 。 一 凡 。 三

以及
一褚 一 堵 一 考

式 表示的是主应力空间 面上 条直线的

方程
,

其所围成的区域即是非失效区 式 即是

失效曲面方程 几 严格地讲
,

失效曲面方程还需要一个由式 确定的补充条件

几 三 堵
,

详见文献

例 关于主应力空间中的 失效准则在

广义 空间的表示

失效准则的表示为

式中 三 当 斗 一
,

这是 在

年提出的最大偏应力准则 而当 凡
,

这

是 二 在 世纪 年代提出的另一种

最大偏应力准则 而最一般的情形
,

凡
,

失效

曲面在主应力空间的表示恰好是

△ △ 凡

几 一 护 三

由式 和式 得到

夕‘ 一 夕‘孔 一 夕 嗽

一夕‘ 夕‘ 夕 三一

。

一 且

所以保留 的表达式是为判别解的合理性 将 而

护 代入式
,

得到关于 的一阶非线性常微分方

程 用半逆解法寻求如下形式的级数解

具
。

由于符合 失效准则的材料性质是拉
一

压对称

的
,

所以应有 然后将 的上述式子代入

式
,

得到
,

丁万只一 丸
“

任

即 准则在广义 空间的表示为

。 。 。

思梦又哎 互万鑫一 “
‘

少三 。

矛一 儿 一 登一 一

所围成的封闭曲面 上述曲面和 面的交线是一个

六边形 和 要满足一定条件 而式 恰好

是双剪准则的不变量表示 这并不是巧合 因为我

们 已经找到了在广义 空间和主应力空间失效

曲面表示的对应关系 所以双剪准则就是最大偏应

力准则

最大偏应力准则和坚硬岩石的试验结果符合较

好 当坚硬岩石受简单拉伸及纯剪切时都呈现拉应

力控制的破坏 在围压较低时的压缩试验
,

材料呈

劈裂破坏
,

劈裂面顺着主压应力方向
,

这种破坏也

是由正的偏应力控制的 这些都和最大偏应力准则

的预测一致

结论和讨论

本文沿着 〕和 的思路
,

将

空间 二饥
,

、 改造成为一个三维的广义 空间

。 , 。 ,

几
,

在此空间中建立以 二
,

凡
,

几 的某一

函数极值关系表示的失效准则 这一失效准则在主

应力空间有惟一的对应表示 而主应力空间的失效

准则在广义 空间也有对应表示
,

以及由这一

准则所确定的失效面方向 。 的表示
,

这是在主应力



力 学 年 第 卷

冲
,

’

, ,

高延法 岩石真三轴压力试验与岩体损伤力学 北京 地震出版

社
,

、
,

王文标
,

黄筑平 关于 屈服准则的不变量表示
,

徐秉业

主编 塑性力学教学研究和学习指导 北京 清华大学出版社
,

白 七 ,

毗
,

犷 ,

附 录 式 变分的推导

在极值点处
,

有

︸

、‘了夕

空间无法做到的 使用失效准则的广义 空间表

示
,

不仅可以避免主应力空间表示的 重对称性
,

而且失效准则的物理意义更加明确

采用广义 空间
,

当给定失效的应力 , 和

失效面方向 。 时
,

同时也就给定了 、 氏 利用

这一导数
,

不仅使我们能更好地拟合实验结果
,

指

导选用最合适的失效准则 而且也可以估计拟合的

误差 而在主应力空间拟合试验数据则没有这样的

方便条件

另外
,

在广义 空间
,

我们还发现了一个

对所有失效准则都适用的普适相容条件
,

这 一式子

可以用来估计试验数据的误差 也可以据此定义一

个描述材料脆性程度的无量纲参数 这一普适条件

的可能解释是
,

对各向同性材料
,

当失效准则给定

时
,

对于失效载荷 。
,

相应的失效面方向 。 也是确

定的 因此
,

为材料失效时
,

几
,

几
,

、 和 二 并不是

完全独立的 它们之间的关系就是普适相容条件

俞茂铭等长期研究 的双剪失效准则在广义

空间的表示为最大偏应力准则 这一准则中

起控制作用的是主偏应力 这一准则和坚硬岩石的

试验结果符合较好 然
一

而有一个问题值得提出来研

究
,

迄今为止
,

材料受压试验中并没有观察到单纯

的
“

压坏
” ,

观察到的只是压剪破坏或塑性变形
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