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学种辑国中

有涨落效应的磁流体静力学关系

胡 文 瑞
中国科学院力学研究所

,北京

摘 要

观测表明
,

在许多天体物理环境中
,

涨落场具有不可忽略的重要作用 本文在一

阶光滑近似条件下
,

推导了普通湍流和随机波动两种条件下的磁流体静力学方程组
,

以及这些方程所要求的自洽性条件 在静力学问题中
,

涨落的洛伦茨力 占 占

会对大尺度磁场位形有影响 具体研究这种影响对于解释观测的特征是十分 必 要

的
,

特别是许多天体物理环境中
,

磁场 包括涨落磁场 占 是决定能量和动量平衡的

重要因素

一 食 ,
、

二
二

磁流体静力学平衡位形是太阳物理和天体物理中的重要研究课题
,

其方程可以表示为

工 召 刀 一 , , ,

斗兀

其中 是磁场强度
,

是外加重力场
,

和 分别是等离子体的压力和密度 在太阳物理的

情况下
,

方程
,

已被广泛地研究了 〔,
, , , ,

和 〔, , 讨论了

一些特解的性质 作者〔 采用小的几何参数展开方法
,

分析了方程 的一般特性

但是
,

方程 描述的是一种平均位形 在许多天体物理环境中
,

等离子体都处于湍流

的状态 这时
,

磁场和热力学参数的涨落分量会影响大尺度结构的平均位形 特别是
,

如果希

望用理论结果去解释观测现象的话
,

就更应该讨论这些涨落场对平均位形的影响

人们经常讨论无作用力磁场 无力场
,

它是磁流体静力学的一种特殊情况
,

常常被表示

为

一
,

·

一
,

其中 是 和 的函数
,

被称为无力因子 沿磁力线为常数

” 曾经讨论过随机无力场
,

他假设定常的无力因子可分为
。一 吞 ,

不文 年 月 斗日收到
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如果将 也分为平均项与涨落项之和
,

即有

一 十 占

将
·

和
·

式代人
·

式 就可导出一个线性方程
,

如果忽洛二阶涨落项的话 适当地假

设关联函数 武约 ’
,

就可以讨论无力场的湍流谱 事实上
,

无力场位形往往是非线性

的
,

并且涨落速度场和涨落磁场藕合在一起了 作者〔 最近讨论了湍流无力场位形的

一般特性 本文将该结果推广到磁流体静力学的情况
,

最近
,

人们开始研究动力学发电机问题
,

或者也叫做磁流体力学发电机问题 有关评论可

见 〔, , , 「吕, ,

这时
,

平均感应电场 。。 。盆 包含在磁感应方程中
,

但是
,

平均的洛伦茨力 占 “ 仍未计人动量守恒关系之中
,

在夭体物理的平衡

位形中
,

作用力是重要的因素 本文将一般讨论扰动场对平衡位形的影响
,

特别分析平均洛伦

茨的作用

一 侣
‘ 叫卜 书口

一
、 翎阵 祠卜 刀 门王

磁流体力学方程组可以写为

己

口

黔
十 二 甲 。

甲
·

四 一 。
,

、少、、产、夕气乙,二︸、

⋯
一 十 下一

斗尤

火 一

户 户 ,

口 刃△
,

·

一
,

其中 , 是磁扩散系数 当惯性项可忽略不计时
,

方程 退化为 式

将所有的量表示为平均量与涨落量之和

一 占 , 口 砂。 占口 ,

一
, 占户 ,

其中 表示平均值
,

它给出关系

一 了 、 仇 一 。 , 。一
, , 。 , ,

以及
占 一 占。 占 一 占户

将 式代人方程
, ,

一 式
,

则平均量方程为

口 。 。 二 二 。 。 、 。

花厂一 门广
一 口尸口 一

,

。 , 、 』

。 、
、 ,

。 , 、 , 。 、 、 , 。 。、 ,

花 气 入 夕 入 十 久戈 入 夕 入 一 个
斗佗

。 。 ,

旦旦王 一 别叭 , 。 扭 卜悴 ,
·
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而涨落量的方程为

占 ,

。 「 。 , 。

二 ,
。

一又州一 一 。 , 一
, ,

一
, 了

生 武 。召 。召 尸 一 。, 。, ,

咔叮

、、了
、

、了、,护成目卫二,孟

⋯
,曰勺二份厂、

‘厂、

占

口

。
了 、

。

百 七,‘ , 吞
,

’

甲 仇 占 一 武 。口 刃△。 ,

·

占 一 ,

其中的关联项为

一 如占。 一 占 占。
,

一 占。 占 ,

一 占 一 灯
,

一 占。 占 一 占。 占

这些关联项给出了涨落场的影响 一般而言
,

平均和涨落的速度场和磁场彼此藕合在一起

在发电机理论中
,

经常采用一阶光滑近似 参见 产
, ,

估计方程

中五项的数量级
,

随机波动近似要求
“

试劲
《 ‘

·

这时
,

涨落的磁感应方程 退化为

占

口
仇 占 占 刀△占 斗

另一种情况是湍流近似
,

它要求
。·

会
一 。 ‘’

,

以及磁雷诺数

洁夕 探 、
式 ,

— 一 】效
。

刃 刃
的

这时
,

方程 退化为

仇 占 十 占‘ 一 刃 占 一 。 少

惴流近似意味着要求

沙 。

在上面的讨论中
, 。
和 , 。代表典型的小尺度和时间值 我们将分别讨论这两种近似情况

。

三
、

湍 流 近 似

任通常湍流的情况下
,

涨落的磁感应方程 可以重新写为

甲 。丑 一 工 。。 氏 。。 。召 一
,

刃
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、

,
︸、、、直
、

、、
龟、户

⋯
,、,、,,,、︸厂、尹‘、、

、

厂、、

其中电势 双 为一任意标量函数 根据条件
,

引人磁势函数 “
,

其定义为
占 占

可以要求
·

。 一 一 刃 ,

则方程 化为

工 肠
、 、

。

一 一 刀 入 ,

或者表示为分量形式为

, 工 ￡ 声走 夜功 夕
口占 ,

, 一 一
了舜 夕 , 汤。

刃

方程 给出了涨落磁场和涨落速度场之间的联系

方程 的解可以一般地表示为
。

一生
, ,

考 , 。。省 从 夸 、省
,

刃 户

张量
,

省 是对应于方程 的格林函数 在某种各向同性的近似下
,

可简化为

占 一 一生
刃

这样
,

涨落磁场就简化为

。。

一 生
二

,

。
,

省 。。 夸 二。 省 、夸
刀

利用上述关系
,

方程 中的相关项可表示为

二 。, 火 。, , 一典
。 ,二 , 。 , , 。。, 套 哗粤直 「‘

。。 , 。。 省
,

刃
“ 夕‘少舀‘ , 二

口
,

省
‘

口犷
台省

’

一 。。

夸
‘

艺
,

杏
‘

口 。
‘“
。。 省

’
“。 省 省夸

’

方程 含有速度关联函数 面 ,如
,

具体给出这些关联项
,

就可以计算涨落的洛伦茨力的

平均值 一般地
,

式可形式地表示为

甲 占 占 , 一 乙 , 刀。,刀。 ,

其中 乙诚 为积分
一

微分算符 这表明
,

关联项 是平均磁场的二阶矩的函数
,

它将影响大

尺度的磁场位形

在直角坐标系中
,

无限静止空间中的格林函数为

,

杏 一

其中
, , ,

夸

一 夸

一 夸
,

歹
,

, 一 夸
, ,

一 夸 , , 一 夸, , “ , ’

条
,

并且取
口。一

应该指出
,

将格林函数表示为 式是有条件的〔‘ , 如果将 式代人 式
,

则

了二 二 。二 一典
。, , 。 , , 。。, 杏 业呼丛粤乒里 一 下鱼杯
刃
一 护 一 引

’

一 引
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只

家
、 一 萝每

一 夸
‘ ‘

。,

省
’

占。。 省
‘
占。 , 省

一
。、 ,

、。
· 。·。

,

〕 、 、
,

一

若典型的关联长度非常短
,

我们可记

扭
。 , 夸 。 ,

省
‘

少一 “ ,夕 夸 沁 夸一 杏
‘

这时
,

式化为

斗

声,

尸,,,苍‘。, 。, 、一畏
。、。 ” 。, , 。 一 夸二

,

一 普, 一 一 杏 占, ,

一 夸

省 。
。。

省 艺
。 一 夸。 、 , 考 一

,

考 万
。 一 , 。 。

。。 。。, 、,

钾

因此
,

平均的静力学平衡方程应为

生 〔 斌 一
·

一 。 。。 ,

斗万

或者写成分量的形式为

牛
。 , , 。 ,‘,

旦寥竺
。 一 , , , 。。,。。 一婴

, 。 。 , ,

, 叮 口义

其中取 为重力方向 如果压力梯度和重力项小得可忽略不计

走 功
口 ,

走 一夕左 左

就得到平均无力场方程

方程 在形式上与作者〔
‘ , 的结果一致 事实上

,

无力场时的格林函数比这里讨论的简单

情况要复杂得多

再讨论涨落的动量方程 原则上讲
,

可给出 占 的解
,

这个解应该与结果

一致
,

否则问题将不自洽 利用关系式 和 式 方程 , 可以写为

△认 十 耐 一 生
刀

一 , 甲占 占 ,

其中的涨落压力梯度可写为

而 。一 。 。 。 ‘八 为局部声速

落速度 占口 之间的关系
”“ 一 。

占户 孟甲占
,

另外一方面
,

涨落的连续方程 给出涨落密度 即 和涨

, ‘,量
〔。
。

‘ ,“。 ‘, ‘, ,“

将
,

和 式代人涨落的动量方程
,

就得到关联函数 劲 劫 与 豹 之间
的一个条件 像通常湍流理论中一样

,

矩项需要做截断处理
,

自洽条件就给出截断高价矩的一

个条件

再考虑连续方程 根据湍流近似 劝式
,

我们有

‘ ”“占· ” 肇
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因此
,

方程 化为

旦鱼 十 , 一

这 与通常的连续 方程一致

最后
,

讨论平均的感应方程 这个方程中的关联函数 一 占。 火 。 在发电机

理论中已广为研究 参见文献【 」 利用方程 我们有

占。 一 生
刀

。。 · 、二
·

一 ‘ 「。。 ‘, 衣‘, 〕“
·

,
·

,‘ ,

因此
,

关联函数 可得到为

、一 。。 火 。 , 一 一 生
刀

若采用近似 斗 式
,

则上式化为

旧 尹走 走 台 , , , 夕

,

考 刀。, 考 。。
, 。。 ,

夸 沙萝

,

一李
。 , , , 。 , , , 。 , , ,“ 、, 。。。

,

,

省
。 , 。一

与发电机问题类似 我们可记

一
·

则平均的磁感应方程为

擎
一 二 水

·

二 。。 十必
口

对于静力学平衡问题
,

式已自动满足
,

而 式退化为
·

一 刃 一

或者
,

又可将上式表示为
·

一 刃 从

其中
,

为 的任意函数 而静力学平衡问题就归结为求解方程
,

‘
,

和

四
、

随机波动近似

在随机波动近似下
,

磁感应方程简化为 式 为了简单 考虑无限介质 如果无穷远

处的速度 磁场以及热力学参数皆趋于零
,

则 式的解可写为
。 · , , 一 “ · ·

, , 。
, ,

·

〔。。 ‘
, · , ‘

, · , ,““
, ‘

·

‘ ,

其中 , , , 省
,

力 是感应方程
‘

劝的格林函数 如果介质是有限的
,

则 的解式还

应包含相应的边值项 对于某些边值分布
,

张量的格林函数可以退化为标量的格林函数
,

解

式可写为

。 · , 才 一 。· 一 , ‘
, , 【。。 ‘

, , , ‘
, · , ,“‘“

,

斗

或者写成分量的形式为

“

一 , 一
·

一 ‘
, · ,一会

【一
”一 ‘

, · , ”
。房 ‘

, · , ,““
·

‘
·

,
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利用分部积分关系
,

上式可记为

占 , ,

一 一 , 、, 。、, ,

或者一般地表示为

奕
,

畜
, 占。 , 省

, 丫 。。 省
,
口夸口

,

。。
, · , , 一 、了 , 。一 ‘

, · ,
。阴 ‘二 ,“‘二 分

其中我们定义

一 ‘
, · ,

一矗
·

一“
, · ,

·

斗

由 式
,

我们可以计算关联函数 例如
,

涨落的电流为

二 。二 , 一 。 , ,

孚
。 , 一 。 , ,

奥黔
丝 。。 , , 丫 。。, ,

, , 、。、, , 、

口 护 夕 夕 口 了

涨落的洛伦茨力为

占 占

口 ,

占。 , 省
, 召。二 夸

,

产‘,,,︸户几,,

夕‘口

·

一 ”一 ‘
, · , ”

。·
‘

, ·’“省‘

因此
,

涨落的洛伦茨力的平均值为

‘二 。二 。,
。

一
。云‘一 , 、 、· “

,

‘·

旦鱼互立止互业
,
‘ , 。 ,

,

夸
, , ,
尺 , , 省

,

夸
, , 了 ’ 。。 省

, 一 , ‘
·

,

其中我们定义涨落速度的关联函数为
尺‘、夸

, 丫 夸
‘ , , ’ 一 占。 , 若

, , 占 , , 夸
’ , ’

可以引人一个积分
一
微分算符

,

将 式形式地表示为
占 占

·

丑丑
,

其分量形式则为

灯 占 占 , , , 。, 。

表达式 斗 与表达式 在形式上是相似的
,

当然
,

算符 。 不同于算符 ,、,

式 代入方程
,

我们得到

斗

将表达

生 一
叮

一 。 户。

或者
,

其分量形式为

十
打一一口

一一— 石 , , 二

斗兀

口 ,

口
走一

,左 。护 及 户 子 ,

其中重力方向取为沿 的方向

类似地
,

经过一些运算
,

涨落电场可表示为

‘, , ,

一小
了,。 了 。二 ‘

, · ‘、二

上式可以形式地表示为
占。 占 一 ,

· ,

牛
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或者
,

其分量形式为

这个结果与 式类似

日

占。 占 、 , , 、

这样
,

平均的感应方程则可表示为

。
·

甲 。。 东 ,了△ 斗

对于静力学问题
,

式要求
,

·

十 刃△

或者
·

残 一 刃
, ,

·

其中 戈
, , 为任意函数 在静力学条件下

,

连续方程 式要求
·

占。占。 一

这样
,

在随机波动近似下
,

磁流体静力学问题就化为求解
, ,

和 式

类似地
,

我们可以讨论自洽性的条件 原则上讲
,

自洽性条件相当于要求关联函数 占。 省
,

动 。。 扩
, ’

以及 “ 法
,

动 。 扩
, 。‘ 之间有一定的联系 在磁流体力学发电机问题中

,

关联项 和 斗 被考虑了
,

但是关联项 和 式被忽略了 这种简化便于讨论

和具体计算磁场的变化 当然
,

原则上讲
,

这是一种非自洽的方法 我们如果主要关
沙
合动量平

衡
。

可通过某些物理考虑给出平均的涨落洛伦茨力与平均磁场的关系
,

进而讨论平均场的位

形 这也是一种非自洽的途径
,

但它能给出某些物理上有用的启发

应该指出
,

这里讨论的无限介质情况
,

不能应用到无力场的问题中
,

因为无力场不能维持

于无限空间中 但是
,

考虑有限空间问题时
,

我们可以得到类似的关系和结果

五
、

讨 论

我们导出了磁流休静力学的一般关系
,

其中计人了涨落场的影响 在这些讨论中
,

采用了

一阶光滑近似
,

从而具体讨论了普通湍流与随机波动两种情况 在这种近似情况下
,

导出了平

均的洛伦茨力 甲 占 占 以及平均的电场 匆 占 夕与平均磁场 之间的关系

可以看出
,

在平均的动量守恒关系中
,

我们忽略了雷诺应力的作用 这意味着
,

尽管涨落磁场

与涨落速度场互相祸合在一起
,

但动力学粘性的作用既使在小尺度
。

上也仍然并不重要
,

可

以忽略不计 这样
,

涨落场对平均动量的影响就主要是平均的洛伦茨力的作用
,

如方程

和 斗 所示

如果把关联项当做平均场的已知函数的话
,

平均和涨落的动量守恒关系可用来决定平均

磁场 和涨落磁场 占
,

平均和涨落的磁感应方程可用来确定平均速度 仇 和涨落速度 占叭

在静力学问题中要求 巧 。,

这似乎使整个问题变成过定的了
。

事实上
,

这里的关联项一般

为张量
,

比如关联函数 斗 有九个分量 这样
,

即使对静力学问题也不是过定的
,

原则上还会

有多余的自由度 特别是
,

这里讨论的湍流既非均匀
,

也不各向同性 与发电机理论中对湍流

的要求有些类似 在自洽的问题中
,

关联项的方程与流体力学湍流类似
,

在低阶关联项的方程

中包含有高阶的关联项 因此
,

在求解关联项时也必须做某种截断处理 在湍流场的磁流体

静力学问题中
,

如何表述相关项是进一步要解决的问题 一旦相关项表示为平均量的具体函

数
,

我们就可以求解平均场的位形
,

并具体讨论湍流场对平均位形的影响 但是
,

从上述一般
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讨论中可以看出
,

涨落场将会对平均位形有很大的影响 特别是如果我们要将理论分析的结

果去与观测比较的话
,

更不能忽略这种影响

作为一种非自洽的处理方法
,

我们可以着重地讨论平均的动量守恒方程 方程中的平均

涨落洛伦茨力则由某种物理简化近似表示成某种平均磁场的函数 这样
,

具体的平均场位形

就可以求解出来
,

从而也就看出来涨落场对于平均场的影响 这些问题将需要做进一步的讨

论
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