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磁化非均匀等离子体的圆柱波导中的横电波
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摘 要

本文研究了有外加纵向磁场时
,

非均匀等离子体圆柱波导 中的横电波
,

得到了把

超几何级数进行截断而形成多项式所表 出的横电波的解析解
,

并求出了横 电波的本

征频率

一
、

前
」一

七二

关于等离子体波导中的电磁波已有很多人作过研究
,

对于平行板波导
、

矩形波导及圆柱波

导都如此

对于圆柱波导
,

已经在下列这些情况中得到过解析解〔 , 无外加磁场时的均匀等离子

体 ‘ , 无外加磁场时的非均匀等离子体
,

密度分布为 万 一

州
‘一

舟
有外加 纵 向 磁

场时的均匀等离子体 然而
,

一种最重要的情况
,

即在外加纵向磁场时的非均匀等离子体
,

至

今尚未得到过解析解 而上述三种情形
,

都是本情况的特例

一 唯卜 舀, 月 , 书互

一
、 拍冬 叫卜 刀 叮王

现在考虑一圆柱波导
,

其轴沿 方向
,

半径
。 ,

管内充满等离子体 等离子体的电子密度

分布 为 、 一 。 , , 。
为 一 处的电子密度

·

波导管内力口上 、
、

向均匀磁场 , 一
二 。 ,

波导管壁 为理想导体

由 方程
,

得到

宁 “ “ ‘ 一

子二

。 为介电张量
,

为
八︸

场比

一一一

其中
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。 十 。共
, 。

一
、 共

, 乃
一考脸

〔口 一一 〔

人 卿吧 一 丝业二
, ‘、

巴

一 二几
阴 产 阴

产‘

设 电场为 一 亡以
“ 十 ’

帅一‘ ’ 由于物理量为单值
,

故 为整数
,

选 为负整数
,

这一点

在最后再作讨论 采 用圆柱坐标
,

式的
, 甲 , 之 分量为

十 柞 十 巡 星互坚

巡 氏
汀

‘

一 共
。 , 花 凡 一

,

石材一尸

交石 , 护
, 石
卫二

— —
艾 月 二 瞥 石

, 十 竺 亘互
二

一 告 一“
· “ “ , 一

,

左些 一 业
,

进
,

一
勺

尹、,‘

因为我们限于讨论横电波
,

故在 一 钓 式 中
,

已取 一

由于 左铸 。 否则波不沿波导管传播
,

故 由 叼 式可得到

刀
刁石

,

十

—
。

了

另外
,

由 甲
·

。
·

一
,

有

,

些 十 、 理玉 十 人典 旦 些、
‘ 犷 犷

‘ 、

卞十 令 今介
, 一 。

·

将 式代人上式
,

消去
, ,

有关系

少
,

厂
。 , 。 , 、

,

「 八

—
十 一 飞 十 乙

— —十 一二

——
二 一

尸 尸 一
‘ 乙 ‘

一 丫 旬“

功 ,

一 一
‘ , 」

一 ”
·

令 一 —
,

, 一 竺
二 ,

则上式可化为
〔口 忍

, ,

一 些
,

汀刀
,

月一 又 一 少
—

一 一 。 , , 柳 , 一 一

令 一
,

一
, 了 一 一 一 从 , ,

一 ,澎 一 】,

则上式成为

之

一

粤
尤 户 、

些
, , 一

‘

设
,

及
,

分别是下列两方程的根 习

刀 一 左 一
,

一 一 一
,

得到 一 一 一
, 才 一 。 一

, ,

一 十 丫耐 十 。 ,

一 一 了耐 ,

于是有关系
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一 一 脚 一

一 令
刀 一 ‘ 一 ’一 阴 ,

一
合

“ 工

, 一
合一

, 了阴“ ‘ ” ,

一

合
九 十 一

合一
, 一 了 十 ‘ ”

·

了口
,、‘

作变换
、,
、、,门、,

‘工

了、

石
。 ‘

夕 , 一 一 ’, , 一 ’, ,

并令 互一 尹
,

则 式化为

夸仗 一 妙
” 〔 一 。 夸

其中 夕
‘

一

贵
,

厂
’

一

癸
·

上式也就是

十 。 一 ’一 二竺土 业 一 。,

行烤 一 》
” 口 烤 一 二 夕

’

夕夕 一

这是高斯方程
,

即超几何方程 它的三个奇点 互一
, ,

都是正则奇点
,

故它是 型

的线性微分方程

因此
,

现在的问题是求解 式
,

并通过 式及 式求出
,

和 ,

一旦求出
,

就

可通过 方程求出 召
,

和 , 的边界条件是

一 , ,

一 万 , 一
, ,

一

三
、

解 析 解

由 式可见
,

由于 为负整数
,

故 了 为正整数
,

为正数
,

夕有可能 为负整数 因此
,

式在 夸一 。的邻域内的一对基本解
,

可用超几何级数表出〔 ,

, ,

一 。 ,

口
, 了 ,

杏
, 一、夕

, 一
,

月
, 丫 ,

夸 夸
了 一

厂 夕
艺 一 ‘一 ’ ‘一 ’ 一 尸一

了 一 一

令
, 夕 , ,

, 尸

—
岔 贬丫 ,

必 价 口 一 价 二 一 沙

式当 口不是负整数时才适用 当 口是负整数时
,

例如 召一 一 。 ,

则第二解
之

是

夕 一 厂 ,

一 二 , 了 ,

互 舀一
了 一 一 厂 一

’

一 一 ,
夸

一 ‘﹃艺︺

艺
二

其中 劝
, 一

的表达式为

一 , ,

丫 ,
参‘ 丈必 价 刀 一 一 价 一 价

, ‘

又 又
、 、 ·

又 一
几

又

价 ‘ 一 毕 而
,

夕, 丫 ,

夸

少
,

口
, 了 ,

畜
夕
’了

互十
夕 召 。刁

—
名 了 又丫 十
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」

⋯
。 刀 一 飞 夕 尽 ⋯ 夕 , 一

一
一

—

一一一
。 丫 ⋯

丫 一
梦 十

相应的 石
,

的表达式就是
, 、 一 附 一 ‘ ,

口
, , 一“ 一“ 〕, 一

由于 中含有 梦‘ ,一 , 一 ,

项
,

而
一 , 一

夸
一“ 一 ” 二 , 一 , ,

因此当 一 。 时此项发散 为了得到有

界的解
,

取
,

于是有
, , 一 ’一 ‘ ,

夕
, 了 , ,

’

为了得到在闭区间 毛 满足有界的边界条件的非零解
,

必须对 万 的无穷级数进行截

断 这种做法类似 方程的求解过程
,

我们将在本文最后一节中作些必要的讨论

令 夕一 一 。 ,

为正整数
,

则
,

一 。 , 丫 , 犷 就被截断
,

成为多项式 这样
,

石
,

的表达

式就成为

石 ,

一
, 一 阴 一 ‘ ,

一
, 了 ,

一
, , ,

一 二

一 、

—
门一 吐兰业土业丝竺三生

二

二 」 一
”

⋯
。

一 一 ’ ’

一一
丫 丫

一 。 ,

一 ⋯
。 丫 了

⋯
丫 、 一

由 夕 一
,

得到
刀 一 君 , 阴 十 。

故本征频率为
。 , , 。

一

共
, 。 。 , 一切 。‘。

, 由 式给 出

石兰
, 一
翻

“ ·

十

, 一 三自 一
‘ 一 。

, 丫

一 胡

一 十 一

侧 十

一 、 ⋯ 十 。

一 , , 十 尸 十 ⋯

一 。‘ 一 ⋯
二

⋯ 了 十 儿 一

为了满足 式
,

式只在 叫 时成立
,

相应地
,

为了满足 式
,

要求

一 。

式也只 当 】二 】妻 时成立

二 ‘一
, 、 」 。 、 ,

一 胡 「

—
一 “ 「 ‘ 厂

⋯
门

一
” 二 十 刀 一 ’ 二

二
⋯

二 , , 一 一

只 一 。 , 一

因此
,

本征频率
〔, 。 , ,

的 与 。 值不是任意的
, 。 与 必须满足 式 在

。 一 到 的范围内
,

在 计算机上计算
,

求出 。 一 一
,

一
,

。一 , , 工。
是一个本征频率

, 。一 , 。 。副
,

这是一个相当高的频率
。

当
。 一

米波段
。

。 一 到一
,

满足 式 故

时
,

它位于毫
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现在来讨论 。 , 一 没 , 、 一 这两种情况

当 , 。 时
,

钓 式成为

些 十 生 万 一

上式的解是 石 一 立
, 。 为积分常数 由于这个解在 犷 一 。处发散

,

故只能取 。 一

对于 。 ,

当 。

无横电波

一 时
,

由 式得到

厅
一

万下下
, ,

厅
一
万下一下

口 ,

一 ‘ , 。 州一 ‘ 气罗 气 个 刀夕 , 拼 且 一
一

了 戈 , 一 刀少
·

丫

于是
,

对应 式的变换是 一 扩

式现在成为
、 ,

夸烤 一 “ 杏一
‘

一 于 一 刃 ,

其一解为 夕 ,

夕
, 了 , 二 , ,

另一解 是 。 一 时的 或 ,
,

式

因而

根据前面 对

式中的 的讨论
,

可见 。含有
一 ,

的项
,

在 时发散
,

为得到有界解
,

须弃去
,

故

石
, 。 ,

夕
, 了 ,

尸 再由 式得到

故对于 。 一
,

也无横电波

横电波的磁场
,

在
二

的条件下
,

,

计及边界条件
二一。 ,

要求常数 ‘ 一
,

由 一 塑
,

有关系
‘

,

一 竺 丝
,

〔 君

左 二

一 一 一 ‘ 甲 ,

、 一 一 三
一

旦些
。 , 口名

口百

切
·

〔口

左
。 二

,

— 一一 乙 ,

石
‘ 、

’ 一

十 一 一 —
七

把
,

和 的表达式 和 代人上式
,

就得到
。 ,

显然
,

是满足边界条件

式的

和 的表达式都含有一待定常数 ‘ , , ,

确定了电磁量的振幅大小 通过能量守恒可定

出 ‘ ,

也就是
,

由馈送进波导管的横电波的能量来确定 。 ,

四
、

讨 论

在上述求解过程中
,

我们把超几何级数截断成 为多项式
,

现在对这种数学处理方法作些讨

论

式在 引 区的有界解
,

是 斗 式的 式在 互一 区的两个基本

解 由于
」

了 一 一 夕 及 口 一 ,

是

夕, 厂 ,

夕
,

夕一 丫 ,

一 夸
,

夕
, ,

一 互 ,

一 刃
,

夕
, ,

一 夸 一 畜

十 全
,

一 , ,

沙 十 户 沙 十 儿 一 口
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一
〔户 , 一 杏

‘

盯

在 占一 区
,

式的解是 与 的线性组合 粼 十 。

根据微分方程的解的解析延拓原理
,

在 引 和 杏一 川 的公共区
,

应有
,

为

常数
、

一 儿 十 召卜

由此得到在 占一 区的解的表达式是【 ,

。 、 一 厂 二
寸

、“ , 尸 , , ,

一 丁了 二二丁二万

又 岁 二或
,

助
,、

,
一 杏

’

叹必 ,

当 占 时
,

上式右方只剩下

一 了

夕 的

必 夕 阴 一 必 十 , 十 一 夸
,

。 项
,

其他项都是零 因而在 弃一 时
,

式右方成为

价 价 夕 一 价 一 舀 互 ,

由于 一 约 在 弃 处发散
,

所以
,

只有当 口是 函数的极点时
,

上式才可能有界 因为
,

故 不可能是 函数的极点 因此
,

口 一 。 , , 为正整数
,

于是 被截断成 为多项式

了

这种数学方法类似于求
。而 方程的解 为了使 方程的解在 士 时有

界
,

必须把级数截断成多项式 〔习

当级数截断成多项式后
,

式变为 式
,

就可适用 于 仁只 ,

最后来讨论一下取 为负整数的问题 如果取 为正整数
,

而 左 , , 刀 ,

不变
,

贝
,

, ,

刀的形式仍为 式
,

只是 、 现在是正整数 凡 的解仍为 式
,

由于
, 、 ,

因此这

个解在 一 处发散
,

得不到有界解

如果当 。 为正整数时
, 才 ,

改为 涅 ,

一 。 , 一
, 了 一 一 一

, , , ,

不变
,

此时 一

。 一
,

, 了 一 十 。 , 。 一 生 伽 丫
尹 “ 十

,

澎 一 万 又” , 十 一 丫 脚 十 十 之刀 儿

因为 ‘。 。 ,

故当 阴 时
, 刀 ,

于是 夕

作变换
,

一 尹
,

畜一 扩
,

仍然可得 式 其第一解
,

是 斗 式 由于 。 和 月

都不是负整数
,

因此第二解 , 是 式
,

于是

石 一 ’冲一 ”, 一 王 ,

,

中含有 梦
‘ ,一 一 ,

的项
,

而 、 一乍 一 ” 一 ’

一 ‘ ,

所以在
丫 一 。处

, 川 一

勺 发散 取 ‘ ,

得

石 一 ‘ ’

淞 ‘ , ,

此解适用于 一 。的邻域 在 一 的邻域
,

解的形式是对应的 的 式 重复上文中对

式的讨论
,

可见为了使解在 一 处有界
,

必须要求 或 月是 函数的极点
,

但现在 和 浮都

大于零
,

因此 和 的 都无极点
,

于是得不到有界解

由此 可见
,

不能是正整数
,

只能取负整数

本文虽然只讨论了密度分布为 刃 一 自一

脚
时的解

,

但分析表明
,

对于 万一从
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会 知沟分布 也可按照本文的方法求出解析解

作者在写作过程 中

论
,

谨致 以衷心 的感激

就方程的求解 问题
,

和北京大学郭敦仁教授作了多次十分 有益的讨
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