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含灰气体绕半无限平板流动的层流边界层

赵 国 英
中国科学院力学研究所少

提要 本文直接把正则扰动理论应用 于含灰气体边界层方程
,

得到了平板前缘和下游 的

级数解 所得的级数解的系数满足一系列常微分方程
,

文 章分析了这些方程的祸合性质以 及

求解 几的 困难 ,

并对一些情况以图表形式给出了级数解 利 川这些图表能方便地求出含灰气休

在平板表而产生的摩擦和热流 由于选择了合理的松弛长度和粘性系数规律
,

本文克服 了前

人求解上的缺陷
,

应用范围更为广泛 同时
,

木文 在数学上给出了求解两重祸合
’

常微分方程组

两点边值问题的一种数值方法

主 要 符 号 表

‘

尝 气体定压比热

入 ,

数
左 ,

灰尘微粒半径
了 温度

方向速度
夕 方向速度

从前缘算起的平板横向座标
, 垂直 于平板的纵向座标

拜 气体粘性系数

浓度
丫 气

厂

沐的比热比

上标 米 有量纲量

下标 夕 与灰尘有关的量

来流参数
。 平板壁面参数

一
、

引 言

人们对含灰气体流动现象的分析
,

始于六十年代 含灰气体流动与纯气体流 动间

有着本质的差别
,

在本文所研究的情况下
,

气体在平板壁面上满足无滑移条件
,

但灰尘在

平板前缘附近仍以来流速度运动
,

其滞止 由微粒与气体间相对运动产生的摩擦引起 这一

松弛过程比较缓慢
,

只是到了平板下游
,

灰尘微粒才在壁面附近逐渐降低到大致与气体具

有相同的速度 本文旨在分析平板边界层中灰尘对气流速度
、

温度分布的影响
,

并求出含

灰气体在平板上产生的摩擦和热流

很早有人把 政
一

方程推广到含灰气体的情况
, 一 ‘ , 气体在边界层外缘的压

力已知
,

浓度与温度间有单一的函数关系 参见 〕
,

而灰尘的浓度与温度间没有这种

关系
,

因而作为固相的灰尘有四个应变量 。 , 。。 , , 。 , 。 ,

在边界层中描述它的方程除

连续方程
、

切向动量方程和能量方程外尚需补充一个关系或假定 文献 把微粒浓度取

作常数
,

文献 〕假定微粒的法向速度与气体的相等 文献 认为这些假定井不合理
,

补

充了微粒在边界层中的法向动量方程
,

这一点后来得到了承认 但是在气体枯性系数

本文于 生, 年 月 日收到 , 曾在 年第二届全国计算流体力学会议上宣读
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的计算和松弛长度的选择上
,

文献 有严重的缺陷
,

大大限制了其应用范围 文献 还

用 一 下气体温度边界层所满足的 关系代替含灰气体气相的温度分析
,

这不

仅在许多情况下影响结果的正确性
,

而且就含灰气体边界层的数学问题而言
,

迥避了温度

方程与速度方程藕合的基本困难

本文直接把正则扰动理论应用于含灰气体边界层方程
,

得到了平板前缘和下游的级

数解 这些级数解的系数满足一系列常微分方程
,

文章分析了这些方程的祸合性质以及

求解上的困难
,

并就一些重要情况给出了数值解 由于本文选择了合理的松弛长度和粘

性系数规律
,

克服了文献〔 解法上的缺陷
,

有广泛的应用范围 同时
,

本文在数学上给出

了求解两重藕合常微分方程组两点边值问题的一种数值方法

二
、

基本假设和边界层方程

为了便于分析
,

我们假定灰尘都是具有相同直径的圆球微粒组成
,

它们的数密度较

大
,

而所占的体积很小
,

灰尘间不发生碰撞
,

于是我们可把灰尘和气体这两相都 当作连续

介质来处理

对于含灰气体动力学来说
,

最重要的是模拟好两相间的作用力和热传导 作用在灰

尘粒子上的力与粒子的加速过程
,

粒子间或粒子与壁面间的接近程度
,

粒子 的

数
、

数以及流场的局部加速度
、

压力梯度
、

剪切梯度有关 对于边界层
,

考虑到

以上假设
,

一般可以忽略与粒子加速度有关的 力
、 “ 携带质量力刀 但由于粒子

处于剪切流场之中
,

当粒子的 数不太大时
,

作用在粒子上的有 阻力 和

升力 根据文献
,

升力由剪切流场使粒子转动引起的 力 和由剪切滑移引

起的横向力 组成 一般情况下
,

力比横向力小一个量级
,

分析时可忽略 为

了不给分析带来困难
,

我们把流动限制在粒子半径很小的情况
,

这样
,

在边界层的大部分

区域 刀 是小量 当然
,

灰尘粒子也不能过小
,

以免引起布朗运动
,

使问题复杂化

我们把作用在单位体积 内两相间的作用力写作

习
梦 劳一

其中动量松弛时间 嵘 少 扩 产 , 户少

关于两相间相对运动引起的对流传热
,

间的热交换率为

票

为灰尘物质的密度

假定 数为
,

并得到单位体积内两相

口者 时
。汉 梦一 李

其中温度松弛时间 讨 一 护 ‘少
二

广嵘
, ‘少为灰尘物质的比热

在以上假设下
,

含灰气体边界层方程为〔‘ ,

、尹、了,连月‘、了、

、

—
气 “

,

卞

十 。。

鱼 旦
口夕

奇
·。 一 。

箭
二 “

一
口

尸
·

‘ 了

却
十 一

‘ ,“
·蕊

影

匹头丝御曲仰

十盯一头卯
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、声、矛︸、︸‘
、‘、十 叮 “ , 一 步、叮 “ 一 ’

会一 ,

奇一 , 一 ”

、、产、少﹄︷城︸了‘了‘、、

一御如勿
口夕一

瓮
『户一

会

叮 一 一 二 〕 。 。 一 “

十 丁尸 。 一 一 , 。 了 , 。 一 ,

、产、少、少八丫廿飞工了、滋

一

了了、了、

。“ 。

旦工 十 。。。。

旦工 一 一里 二 、
, ,

‘
。

一 川
一 ’

少

边界条件为

壁面 。 , , ,

一
, , ‘。 , “ ,

一 。

边界层外缘
,

一 “ , 二 ,

一 了 尤 ,

一 二 ,

哪
二 ,

印

上述各式都是在无量纲座标下用无量纲量写出的
,

所作的无量纲化为

一 二
硫 。 , , 一 , 丫不元

, 。 一 “ 碟 、

一 ,

了于三万不舀
,

一 奎
,

一 , 套
“ 。 一 。梦“ 上

, 。。 一 。
梦了于焉弓士

, 。 一 梦 梦。

。。 一 。梦 , 梦。 ,

一 。 那 , 士那士
,

丁 。 一 恋 士

其中
,

赚 , “ 奎了素
, 了土 一 。产 扩 。土

,

汀广。 , 李
, 刀套 那封 , 士

以上各式 中
,

毖
、

式
、

套
、

和 “ 生为常数

关于粘性系数 矿
,

我们采用幂次律
那水 拼套 幼

,

其中指数 田 为常数
,

对于气体
,

它介于 到 之间〔 〕 同时假定空气的比热

为常数
,

便有

‘

梦和

两个区域来求解上述方程组

、了、少产,矛
动几心三了、产了、

护 矿 枕 武

按照文献
,

我们就 嵘 。 》 和 嵘 《

三
、

前 缘 解

在平板前缘
, 戈 《

,

我们引进流函数 价和 必, 如下
,

, 。 一 口必 口夕 , 。。 一 一 口价 口

, , “ 。 价。 夕 , , 。。。 一 价。

并作座标变换
咨一

,

一 , 斌丁

再假定 价
、 尹, 、 、 。 , 、 , 和 可作如下的正则扰动展开
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、声
只︸

月
‘了吸

月沪一 了瓦 。一

⋯
,

必。 一 了砚
。 十 勿 。 ⋯

丫 乡。 刃 塑
, 刀 ⋯

, 。 一 戍 动 十 夸八伪 十
,

二

了 。 一 。 刀 夸, , 刀 ⋯
, 。〔口

。 刀 十 夸 口。 刀 , 日 刀 ⋯
将式 一 代人式 一

,

显然式 和式 自动满足 再令其余各式中 梦

的系数为零
,

便可得到下列常微分方程 其中 “ 。 刀 和 “ 动 是为了简化方程的形式而

引进的

乡。 ,

台
’

日扩 。 吕日。 “乙一 。

。 日 ’ 日。 十 日毛
。 日孑 丫 一 , 武 “ ’ 一

产

讨

一
, ’

一
,

石一

“氏成

“ ‘ 。 甘一‘日 。 岁 一 乙日了 , 。 夕。 乡

一 。日古一 ,日“ 一 。 台 口。 口了 , “石 了

一 一 一 。

、 一 日 、

毛
’ 。口 ‘

十 。 夕言
’

日 一 , 日岁
,

一尸 了十 。 〔。 一 乙
’

日孟一 。尸 日。 。 ,口犷口 日甘 , 日

一 一 了 一 对疏 一 “ 。 , 一 一 。

人 一 人,

一 岁 一 日。

了
。 刀 一 刃

刃
’

一 刀 ,

一 一 乡了肠
“ 。

一 乡。

刀 , 一 一 一 乡犷劳
。
一 尸 才

为了方便
,

把式 称为第一组方程
,

式

⋯
。

称为第二组方程 以上共十二个方程
,

十二

个未知函数
, , “ 。 , , , 。 , , , , 。 , , , , 人。 , 乃, , 。 , ,

由式 得到其所满足的边界条

件为

、少了‘、

、卫一
、 “ , “ 。 一

。 一 “ 一 。 乡。 日留 , 口。 一
,

一

口 一 。 , 一 , 人。

人, 。 , ‘

利用以上边界条件
,

不难验证式 后三个方程的解分别为

”, 一
, , 心 劝

「 ,
一 、

。 一丁一 刃“ 。、万 夕 一 又劣少口 戈万夕」“工

二噢
〔二

。 ·

卜 ,
。 · 。。 · 〕、二

, 一 二粤 一
·

卜 九 · 。。 · 〕、·

一

“

二甥
。二

。 ·

卜 ,
。 · 。。 · 〕、刃

。, 一 〔擎 一
·

卜
· 。。 · 刁·

、

,
‘、

,
产

,孟,‘弓‘
廿

了、了、
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、产、辛一厂,‘,
了‘、了‘、气、了

工
、毋

甲的月,卫侧

‘ , 丫
‘少‘

力

〔日
。 二 一 〕

,

一
‘
少 。

言
夕。 一 夕才

刀
邝︸

一
, 刀 乙

。

粤
〔一 ‘

。 · “。 ‘ ’“

刀 必 丫 。 。 一 。 二 日。 丫

一帅

刃

, ” 口甘 二 。
一 一

八

一 〕
一 。 一奋了

一 灭“ 。、二‘

一 ’。、‘ 夕口 、‘ 少 ’“ ‘

已百 吧护
〔一

·

卜 ‘。 · ,口
。 · ,“‘·

四
、

下 游 解

在这个区域中
,

》
,

我们也可作正则扰动求解
,

首先引进流函数 沙和 沙。 ,

, “ 一 。沙 。
, 。 一 一 。必 。

,

〕

, , 口价。 。。。 。 一 一 口价 ,

并作座标变换
一 二 ,

一 、丫反不 丫丁

同时假定 币
,

币 , 、

了
、

价

、
丁 。、

可作如下展开

丫舀
。 , 互一 ,

⋯
,

价 丫云八丁干万 畜
一

协 , 十 ⋯
禹 种 十 歹

一场 , 刀 十 ⋯
口。 刀 夸

一‘ 刀 ⋯
。 。 萝

一 ‘ , 刃 ⋯

妈外

丁 一 。 台。 刀 杏一‘ 日。 刀 , 日, ,
·

⋯
将式 一 代人式 一

,

显然式 和式 自动满足
,

采用与上节相同的

方法
,

可得下列常微分方程 “ 。

动 和 “
劝 是为了简化方程形式而引进的

。。

一 担
〔, , ‘ 。日 日。 口。 口节 ‘

台一

氏
‘ 。 ,日

,

乡。 , 少 声 刀乙 号 丫 一 乙 “毛
, 一

五 。 。 己。

。。 十 。日节一‘

乙“ 口百
’ 。

冲
。 一 切孟人 十 日, 日百一 刀

一 。 甘一 ‘日 ,

百台
’

尸 了 一 。乙白百
’

人。 , 一 日 日百

。 ‘ ’

、

、夕丹了‘、

李

“ , 口 口。

〔 古 “ ‘ 。 十 。 岩一‘日 “ , 。日。 ’

。日 一 “ 、 。日甘一 ‘ 一 台
‘ 日, 。口 一 ‘“石

’

十 。 〔, , 一 号一
台

,

台乡后
, 。日。 ’ 。日
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,一 。 十 一 石
,

孟一
’

沪若 一 ‘。
扮

,

二沪
。

一 甘乡
’ ,

一
。 。日甘一‘口 夕

一 十 。 。 一 古一 ,

毛 。 了 一 乙日犷
,“ , ,

日毛〔 十 才 ‘
梦

, 日。

才 萝一 少毛, 梦

一 少 广一 二 一 武 口古一 ’

〔 。 一 臼后乃
,

吕
’

一 。乙 , 一 ,

〔
、 十 刀 。 一 人、口。 刀 一

。 口、

了毛刀 一 。 日。

“若, 。口。 刀 一 。日。。。 一 日 乡。 乡甘

为了方便
,

把式 称为第三组方程
,

式 称为第四组方程 以上共十一个方程
,

十

一个未知函数 。。 , 。 , 人。 , 。 , , 。 , , , 人 , 日, , , , ,

相应的边界条件为

。 主 、 、
一 “ 。 , 。。 、

, “ ,

一
。 , , 。 一

口 一 。

人

。 , 、 人。

、

五
、

方程的性质及其求解

四组方程各自都是互相藕合在一起的两点边值问题 由于前三组方程中各有一些方

程不能直接积分出来
,

而在对它们进行数值积分时
,

各有两个边界条件在边界层外缘给

出
,

必须在壁面附近先假定两个边界条件
,

并判定积分结果是否满足外缘条件才能得到问

题的解 这类问题我们称为两重藕合的两点边值问题 物理上反映了边界层速度和温度

分布间的相互影响 本文从粘性系数的幂次律出发
,

假定
,

采用试凑法 严 格

求解了前三组方程 由于没作可压缩变换
,

采用物理座标
,

使用很方便 第一组方程的解

实为单相流平板边界层数值解
,

也可供纯气体边界层计算使用

第四组方程祸合度超过两重
,

需试凑出 “ 、

和 或
,

还 要 求

氏
,

难于选择正确解
,

我们只从式 求出了两相速度和温度差的一

级近似

文献 采用 变换后求扰动解
,

所遇到的困难与本文相同
,

由此可见
,

平板

下游一阶扰动方程超过两重祸合
,

这是含灰气体边界层的基本特征之一 用差分法求解

本问题时的困难
,

我们将另文讨论

六
、

计算结果和讨论

表 和表 列出了含灰空气 比热比 丫 , 尸 , 。 一 。
‘

的结果 图

一图 都是针对 丫 一 疏
, 日。

给出的 图中 一 少‘梦

表征灰尘浓度和比热对气
、

固两相的温度分布和速度分布零阶近似影响的综合

参数 从表中不难看出壁温比和来流 。 数对计算结果的影响

由表
,

可根据下式计算平板前缘的摩擦力和热流

嵘 , 士“ 犷一 侧万万 忿 士尹 “拔 十 。 二 、沈, 十 ⋯
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表 几种常用壁温 几 几 和不同来流 翔阮 下平板前缘的 试
、

氏
、

州 和 。 值

了了。 了 。 口台
‘, 夕

苏苏 夕夕 弓弓 名

丁 弓弓丁斗斗

幻 丹,

口
,

卜〔 弓弓

、

斗斗 斗引 〔

多 弓

弓弓 吕吕 弓 斗斗

斗丁
、

理 口多 丁丁 幻到到

以 川

弓了 日 卜

斗斗 斗 〔〕了 干干

,

已已 弓

表 几种常用壁温 几 凡 和不同来流 翔阮‘ 数下
,

平板下游的 试
,

民 与 的关系

, 、、 二二 二
,

““““ ,

乙。 ‘云 日乙 。孟 厂
一

几厂
」

少少

斗斗 日 子幻肠肠

弓弓 日 勺 丁了了 口 毛、 。。

斗牛牛 刀了过过 〕 乙 口 丁 万

斗 口 娜斗 已 口协协 日 ‘ 从

健气气 口 弓 甲 口 斗 三 斗斗 衍 州

弓了 二书 亏 到 、 亏 于子子 一一
日日日日日日日日日

舰舰 口 公。 口 弓 土呀 苏斗

嘴卜卜卜 弓扮扮 弓斗
‘

斗 丁丁 任 斗斗 斗了

口口 以 幼 戒弓 ‘
洲户户 丈丈 气

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘ 一

训
日

, —一
一
—一一一

仁 斗斗 日 「

多 八八八八八八八

自 份招工⋯位 ⋯卞⋯乍 ⋯件⋯冬助一外

茄 一 一 璞搜土
‘

甲万砂
一

此 此次眯 。夕十 以时 二 ,‘ 、六一 十

书

拜乙其中
。少一 二生“ 土 拜土

,

左奎 ,
·

山表
,

可根据下式计算平板下游的摩擦力和热流

式 。龙。犷一 、喃 干 才 了刹 士性“ 。 十 。 。 、六加 二 十 ⋯ “
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图 平板前缘气固两相流动参数的零阶近似

专 , 。 刀 , 了。。
〔刀 。。 刀

口。

功
。

帕

图 平板前缘气固两相流动参数的一阶近似

刀 , 专 专 一 人, 刀

, 刃 〔 少 , 斗君〕 专 “ 产, 刃

一一

沙沙考书一一

。“ ’

。 刃

,

平板下游气固两相流动参数的

零阶近似

‘, 。 刃 , , , 。 刃 夕。 刃 人。 刀 盯 , 一 ,

,

平板下游两相间流动参数的

一阶近似 尺 一

, , 一 。

丫厂干否三
, 一

君 一 一 奎左士二

了石不丁众牙 勃 约
山
〔氏 十 民 、盖。

⋯」

当 》 又之。 时
,

上式取零阶近似已足够精确

从本文的计算结果可以知道
,

尽管气体中含有灰尘
,

但平板前缘解的零阶近似仍与纯

气体相同
,

差异仅在一阶近似上 在平板后缘
,

就摩阻和热流而言
,

含灰气体比纯气体增
加了一个因子丫云不万

,

同时
,

零阶近似还与 ‘
到 , 和 有关

,

它们在方程中以综合参数

出现
,

但计算表明
,

的影响很小

本文得到俞鸿儒同志指导
,

并与竺酒宜同志作过讨论
,

谨向他们表示感谢
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