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钱伟长推荐
,

年 月
、

日收到

摘 要
。

本文讨论流体通过圆管的运动不稳定性问题 作为流体运动所受的扰动波
,

我们考虑 一个三

维非线性模型
。

它的相关振幅函数满足扩散方程
,

当流体的雷诺数增大时
,

由于复杂的分子 扩 散

和流体粘性的相互 作 用 该方程的扩散系数余出规负值
‘ 在

‘

负扩散
,

现象出现时
,

在流体运动

中出现的 ”湍流段
’

内部会引起能 量 的集中和使流体的阻尼减少 文中所得结果对说明圆管流中

出现湍流段的实验现象是有价值的
。

一
、

引 言

一 ‘ 流的稳定性问题
,

无论在理论方面还是在实验方面
,

都已 经 有许多
流体苏学工作者做了大量的工作 然而这一问题至今还有许多有待解开的谜

’

在理论方面
,

尽管没有严格的证明
,

但一般都认为该流体运动对于线性扰动是稳定的 而在实验中发现
,

如果能很小心地保证流体不受干扰
,

层流可以保持到雷诺数高达 ,
,

另一方面
,

如果流体允许受到很小扰动的话
,

在雷诺数 。就会出现湍流现象
。

上面的研究给我们这样一个启示
,

即只有当依赖流体能量的非线性模型的振幅明显地影

响小扰动的特征时
, 该流体的运动不稳定性才会发生

,

从而非线性理论的研究和应用就必然

地出现了
。

· · ,

和
,

建立了弱非线性理论 尽管理论

说明了不少临界状态下的物理现象
,

但是
,

对于 一 戚 流
,

由于 该流体运动不

象平面 ‘ 流那样存在一条中性曲线
,

它 是 不 适 用 的
, , ,

等都做过这方面的尝试
,

当然 ,

他们没有找出振幅方程的分叉点
, ,

和 发表了他们在实验中发现的
,

在流体流经管道时
,

会出现在开头和尾部有明显分界面的湍流段的物理现象 在湍流段内部

流体具有湍流涡
,

而在湍流段外部
,

流体呈现层流
,

而且该湍流段象塞子一样以某种速度扩

散
。

“
· · ,

讨论了仅仅受到旋转扰动 情 况下的 一 流的稳

定性问题
,

根据长波理论提出了对缓慢变化的
“

塞子
”
的理论解释
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本文讨论了非轴对称非线性模型的 一 ‘ 流的稳定性问题 推证了该非线

性模型的振幅函数满足一扩散方程 当流体的雷诺数增大时
,

其扩散系数会出现负值
,

引起

在湍
尸

流段内部彝体能量的集中
,

并使阻尼减少
·

二
、

流体的运动方程

作为一个力学模型
,

让我介烤虑不可压缩流体通过一个圆截面的长管 设管长为
,

半

径为
,

在层流状态下
,

流体由压力梯度产生一运动速度
,

它在管子中心处取极 大值 口
。 取

犷 和 夕分别表示径向和角度坐标
, “ 表示轴向坐标

,

丝
, 。 ,‘ 分别表示对应的速度 分 量

,

表

示压力
,

表示时间 我们选择 口
。, , 。和民 分别为速度

,

长度
,

时间和压力的无

量纲化参照系
,

则流体运动满足无量纲方程
,

口 , 口 口 二
。

“ 沪
卜

一
人 一 一 门一 一 又汤 门 , ‘刀 一气凡 一

— 一一人口口 之 口

一 “一井一里
、 了 了

臀 夕忽‘

口
十 切

一
, 。

一
一

凡认一 宁 、

廿

, 刀 ,

丫 一 万 十
一

万
砚 , 月臼 自
、 , ,

材“

口

口田 日川
十 杯 不

一

十
· 、一‘ 内 一 十 留
口

功 , 。一 一
一“

万石一一 一一万万 节尸 ‘ 译
‘ ‘

毋枷

和
一

乡备
一

节一器
一

鲁
一 。

式中 一命
。打。 ,

口

口 口之么

表示流体的雷诺数
, ”表示动量粘度

·

从物理角度考虑
,

在管子的中心处
,

流渗的速度和压力必须是有界连续的
,

在管壁流体

、、‘矛时时
亮一

是无滑移的
·

则上述方程满足边界条件
召

‘

。 , 。 , 脚 ,

有界连续 当

“ 刀二 切 当

在流体未被扰动的层流状态下
, 一 叫 模型的基本流场是

公二刃二

叨 ” 一 么

二 尸。一

设 , , ,
, , ‘ 和 ’为流体运动所受的扰动

,

根据稳定性理论
,

我们有

二“ ,

,

功云 叨
‘

切 ,

“ 矛 尸

、
刀

将式 和
,

代入方程组 和
,

且忽略速度分量
、

压力以及它们的导数的乘积

项
,

得下面线性化方程组
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‘

一
,

飞‘岁

口封 。
一

器一子
、 。

器一篇

左一
、 ,一《 口口

时
“ 一 ’ 、 ,一

荞岸卫兰、日口
。

胆
。

坦只一掣
一 一

护矿
口之

和
, 器 祭

一 。

,。夕毋

为了使上面的方程可以分开量级
,

设干扰波的变化是缓慢的
,

我们引入下面的长时间变

量和流动坐标
丁 , 亡二占 之一

式中 。表示波的传播速度
, 占 是参数

,

由于管长 与半径
一

相比是大量级的 量
,

则有

一 占《

将式 代入方程
,

可以看出 矿
, ’ ,

可 和 ’不仅是变量
, , ,

和 雪的函

数
,

而且依赖小参数 这就导致我们求下面形式的级数解
梦二梦 。 矛

, , ,

口
,

互 梦
, , , ,

亡 占岁
, 二 , , ,

雪 ⋯
‘

式中矢量函数
’

,

一 甄二 〔子
,

碑
,

矛卜尸门
,

‘ 、 ·

将表示式 和
‘

王的代入运动方程
,
并且比较 的幕次

,

得下述序列方程纸

夸一鲁
十 一 。。 一

今一异豁
‘︸沼

︸一孺
十 尺一 犷 。

黔
、

了
。。一

、万
。

犷。

犷另
旦丛

一

、
口

和 口

、心
。 十
令踢

,‘今山矛‘、

、十 、卜 一 贷
一 类

。二

日尸 ,

口
十 一

,

艾 一 二三
,

多
一

旦互生、
口

一

,

一

黯
“ ‘

妙
厂

一 一二 十二恋
了 于

甜 、
口

四。鲜。

等
工

卜 一 警 嘿
二 一

‘

丝 ,

此
一‘ 全万

一

和

占

口

口 户篇 盟
,一 。
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、月‘矛少二厌子十
不

口

澎
‘’ ’一 ’混一躁

”一 一诊
一
声黯

一

势
管

一

盟
。 、 、, 一 一。

喋 签
。 , 一 , 一 。

一 口

口

十“
一 ’

‘

犷 一 介
一

声今 学
评

, 粼三
。

“一釜
“一 、 十

盟
”
一

鲜此巡灭

一

备
一

, 口 戮
一凡六

一

十
口

碎
,

亡

‘一
斋 告二 声器

下面我们将讨论上述方程的可解性
,

并通过它们的解函数
,

讨论干扰波波包的演化

三
、

方程解的讨论
·

在量级 中
,

方程 是一组关于 , 乙
,

附 。和 的 齐 次方程
,

它们的特征

根表示干扰波的特征结构
·

在量级 句中
,

方程
·

括 的右端项的索数包 含 波速 “
,

只有

当 。取某一值时
,

该方程才能有解存在 而方程 可解的充分必要条 件 将 要求我们所

讨论的非线性干扰波的相关振幅函数满足一定的函数关系式

扰动波的特征结构
·

对于方程组 我们求如下形式的特征根
。 ,

犷。
,

砰
。 , 。〕二 犷 ,

亡〔
。 ,

打
。 , 。 , , 。

、

〕
·

一 、

式中
,

是相关振幅函数
, 。 , 。 , 。 ,

尸。是振幅函数
,

它们仅依赖变量
, 口 是大于零

的实数
, , 为整数

。

将 式代入
,

得下面对于 个关于未知量
。 , 。 ,

砰
。 ,

尸。的 阶 常微 分方程

组

、产、产心,曰,‘八口了‘
、了、

一‘
。二 一 。 一 ,

「了沙十 里土
“

一 。一

书
“ 一

联 , 甲

‘。一 ‘羚
。

〕
一 。十

粤叼
一口尸。一 · 一“

一‘

口 早
一

军
。

旧
· 。

了。
。一 。

式中 二 , 表示对 的导 数 函数
,

刀 。
, 。, 尸。以及 下 面的 尸‘

, ‘ , ‘ ,
‘

尸‘是

有界的
,

且满足边界条件
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自八

一一
‘了‘、

、皿、
,。 二 ‘ 二

,

‘ , ‘ 有限
‘ ‘ 二

,

‘ ‘ 二 ,

‘ 二 ‘ 二 ‘ ,

从方程 和 中消去压力

”笋

粉

笋

丫作

当当当当当
‘

了、矛、了‘、了吃
、了、

尸。,

我们可以求得两个关于函数 ‘
。和 。的方程

一 。 。 一‘”口。〕二 〔 一 ” 。」一孕〔
· 。, 一‘· 。〕

一 ”
艺 〔

。 一 。」

。

心
。

引入函数

九
。 一 。

则 可以简化为一个关于 功
。的方程

「 一
。

口
‘

一 一
一 。

〕,
。一 。

它的一般解为

功
。 。

斌 石左 袱斌石左
几

式中
,

是任意常数
, 。

和 氏 分别表示第一类和第二类
。

无界
,

必须取值为零
。

即

一 。 。

斌万万

取立方程 和 并求解
,

得满足边界条件的解
。

子 〔了
, , , 。, 》 ,

。 一 , 。, 〕一 竺 卜
, 。 。,

拜 ,
“ ‘ ’ 一““

‘

”
’ ‘ ’

“ “ 召犷
” 、

“
山

函数
,

由于当 时
,

」

, 二 , 、 、 , 、 , , , 、

月 。 哀兀一
。 里气召 一 。 一 气拼了 一

‘

一
‘ 二 气拼了

乙仔了 户 护

这里 “ , 斌云左
一

’
, , ,

⋯ 表示 。 阶第一类 邪 方程的根
,

即
。 , 灼 二

,

将解函数
, 。 ,

分别代入 和 求解得

。 一
粉尸

毛一
, ,

卜流二
·
。,

众⋯
· ·

‘一 , 〕
尸。 一‘ 二 , , 。 拜 , 一

, 拜 , 〕

将表示式
, , ,

代入 得到扰动波的特征结构

。二 。 丫 ,

雪 一

犷。 。 ,

雪 一

牙
。书 。 ,

雪 一 研 一

。 ,

乙 一口 ” 户

式中相关振幅函数我们将在下一节中待论
,

扰动波的传播速度
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在 句量级的方程中
,

〔 , ,

犷
,

才
,

尸 , 〕

它的右端项包 含 乘积因子 击为了简便
,

设

矗
· ,

。〔 · , · ,

扮
· , ·, 〕二 ‘一‘ ‘

·”,

‘

并引入函数

功
, 一

则方程组 可以简化为一个关于 功, 的方程
,

,
, 一

少一孕
十

丫 朔‘
一 一

, 拼 ,

和边界条件

‘ ‘ 一 ‘ 一‘” ‘’ ‘’一 ”下
必 一

”

根据微分方程的伴随理论
,

方程 对于边界条件 可解的充分必要条件是该方

程的右端项与该方程的伴随系统的解函数正交 即要求下述积分

,
· ‘一

“

一 , ·‘
·

‘“ , · ,“ 一 ”

成立
,

式中功
。
是 ‘ 方程
·

“
·

,一〔
一
。

刀
扩十 一了

叭 ”么 、〕
拼亨一一二玄一 刃毋 二

、 , ,

的解函数
,

即

功
。 。 拼 ,

这里 , 和
。

是由 和 式定义的微分算子

将功
。

代入积分方程求解
,

我们得波的传播速度
”里一 ”

拼

以及方程 满足边界条件的解
‘

,

卫 「工一拼, 飞
“

一‘“
, 『’ 犯一

一一只万一
一 气拼 ,

尸了

,几一
口

一一拼一
内

相关振幅方程

· 。, · 一

会
· ·‘ , · , 〕

同样的处理
,

在方程组 中令
·

〔
,

厂
,

牙
,

〕
,

亡
, , ,

凡 笼一 ‘,

中 一

得下述对于 功 的常微分方程
,

人 一
,

一干耳婴
一

丸 一 一 。 凳 , 飞一弊功
。

下
、 , ‘ 甘 甘

和边界条件

功

协

,
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它有解的充分必要条件是积分

钾势
‘冲

,
一

尸令粉
”

豁
‘,一然

”一
拼
一‘“

, ,

。, ·

砂朴一
拼 ,

,
·

“ 二 拼 , 一
、

百
一 ”十 拼 , , 一 豁

·‘
·

‘, , · , 〕
‘
·

‘“ · ,

的值为零 由此推出函数
,

必须满足关系式

这是一典型扩散方程
,

是它的扩散系数 对于所有的 。求出 的值
,

的困难
,

但是在 。二 和 的情况下
,

我们可以解析地求得 的表示式

如下形式

还存 在 技术上

它 们可 以写成

一

门乡︸了已口

。
了、 二二 奋福

式 拼了
”

,

。 、
八“天一丽八

、

一沁
、”“ ‘

一

由上式知
, 是扮和 函数的根

,

内 的函数
,

体的雷诺数增大时
,

的值减小
,

显然
,

这里存在一个临界值
。 ,

对于给定的值脚
,

当流

使得 取零值
,

而且 当

雷诺数从小于
。

的方向跨越
。

时
,

的值由正变负
,

我们称这样的 临界值为 临 界雷 诺

数 , 用
。

表示
, 即

、

‘
时时

,

当
。

,

当
口

当 了
,

时
,

无论 取任何值
,

时
,

由 到 的临界雷诺数

对于扩散系数为正值 的现象
,

时
,

‘

是 雪的函数
, 且当 的值增大时

,

负值时的问题
。

的值均大 于零
,

在表 中
,

我 们给出了当 ”二 和

方程 是数学物理上 的 一 般 问题 当 二

将扩散和接受阻尼 下节我们将讨论扩散系数取

四
、

负扩散系数的现象

扩散系数取负值的现象
, 正好是正扩散问题的一个逆过程 让我们考虑如下问题

尝十
一

令
一

,

乙二 一 亡

今

它的解函数是

一

亡、、

一 ’‘“ 一口 亡
一 ’

容易看出
,

具有下列性质

当 。 一 勺
一 , 时

,

如 亡取异于零的某值
,

我们有
,

雪
’

雪寺 。
, 乏
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当 , 一
一 ’时

,

如 梦 护
一‘取某一不为零的值

,

我们又可以得到
,

匀 二

也就是说解函数
,

在 趋于 一 护
“ ’时既有聚集又有发散

。

现在让我们讨论当 时
, 一 川 流的不稳定性

,

为 此 我 们考虑一般的

线性干扰波犷
,

式中尸是复数
,

是波长
,

依 长波理论
,

设 《
,

将 尸 展开为 的级数
,

尸 尸。 “尸 , 尸
· · · 一

比较前面的特征结构式 和 ,

我们可以求得

一 。汀
, 尸 一丫

一

冬一
、

一

川

‘, “
,

尸 一

则作为一个逼近式
,

千扰波可以表示为
一 拼 艺 一 〕

显然
,

如果 是负值
,

则它与尤 等于零和大于零时相比更缺少阻尼 因而负扩散系数在此

起着减小阻尼的作用

参考式 我们可以看到
,

由于取负值的指数因子一 川 梦 的 作用
,

该流体对

小扰动干扰是阻尼的
,

然而由于负扩散系数 的现象
,

当它在雷诺数
。

的情况下

发生时
,

会引起在流体中运动的
“

湍流段
”

内部能量的集中和减少阻尼 也就是说负扩散现

象扮演着一个抵消自然阻尼的角色
’

流体运动的流函数满足方程

, 二

功
一一

仃,口

一一
一“

将特征结构式 代入 得下面常量分方程

奈
一 ·。· 。 一 , ,

嘿
一 二 ·。 。。 一 。 ,

窦
一 一 含

二 。。一 。

这里 言
,

言和 言是实函数
,

且

流线

共
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言 一 。,

言 。,

忿 一 。

对于初始值

亨。 叨从

我们求解了方程
,

图

应该指出
,
在这篇文章中

口林。,
‘

窟挤 那 脊关陈典封

铃串居甲飞缨爵
,
一

、

,
,

,

方程的非线性项被忽略了
。

卜育
而且所考虑的

“

湍流段
”
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不象实验中指出的那样
,

有明显的交界面 尽管如此
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我们相信这个结果对于研究

湍流段的实验机理是很有用的
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文中所用的数学分析方法也是很有意思的
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议灯烈然加那理‘了
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