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摘要 在非惯性转动坐标系中
,

本文采用贴体网格
、

有限体积法离散和修正数值通

量技术
,

将 的一维 格式推广到三维
。

由于转动使方程出现源项
,

文中通

过对源项的巧妙处理
,

使修改后的格式能用于非齐次双曲守恒律方程组高分辨率的数值计

算
。

为了加速解的收敛
,

提高显式时间推进的 数
,

本文采用隐式残值光顺技术
。

三维跨声速带非齐次源项欧拉方程的典型算例表明 捕捉的激波分辨率较高 , 激波前后没

有发现大的数值波动和伪振荡现象 所得的跨声速流场解与实验较接近
。

关键词 跨声速流
,

贴体网格
,

有限体积法
,

显格式
,

修正数值通量技术
,

欧拉方程
,

计算与实验比较
。

引 言

自 提出 的概念 〔
‘ ’以来

,

类型的差分格式在国内外有了很大发

展
,

文献 〔 〕等反映了国内这一工作的典型进展
。

属于耗散型格式
,

它不需人

为引入耗散项便可有效地抑制激波前后的数值振荡且捕捉的激波分辨率较高 它可满足

离散的嫡条件以保证计算得到物理解
。

它是计算跨声速复杂流场的优秀格式
。

本文采用有限体积法离散
,

以适应复杂的物面边界
。

将 一维的 格式

及修正数值通量技术推广到三维 , 由于转动
,

坐标系为非惯性系
,

主方程出现了非齐次

源项
,

因此文中修改了数值通量中的限制函数
,

并用于高速转动的复杂内流道流场计

算
,

成功地捕捉到高质量的流场激波
,

并且与实验较接近
。

令 二
,

, ,

守恒型
一

方程积分形式及带源项 方程

为以等角速度 乙转动的直角笛卡尔坐标系 下文简称转动坐标系 二

为转动轴
。

令户与示分别代表绝对速度和相对速度
,

并有如下关系

云 承 击 节

。

国家自然科学基金和国家博士后基金资助项目
。

本文于 年 月 日收到
,

年 月 日收到修改稿
。
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节 叮 十 。了十
“奚

户 犷 百 犷 了 犷 奚
录二 。亨 叮 “奚

引进
‘ 、 ‘ 、 ’ ,

其定义为

「
”

‘

一 ”犷 , 刀
’

一

。 」

承

分价一刀
。。矛一

·

补一几

,厂一 乙 。 。

犷 厂

式中汽为热传导系数
, 。

为定容比热 命云与万分别为二阶张量
,

前者为相对速度示
与绝对速度 价的并矢

,

后者为应力张量 , 积分形式的
一

方程为

斋
“

,

“

如
口

· ‘

一 。
,

、“

式中 材 代表在转动坐标系中对时间求偏导数

式可退化为带源项的 方程

品

壳为单位外法向矢量
。

对于无粘流
,

斋
“ 、 萝“

·

“ “ · 一 。 “

口

这里
、

和 的定义为

“

十

口山

召

几一

山

召厂
专

匕

一一

切

切份

田口

田山

田

一 了十 了十 亮

一 口 叨 夕 。 ’

之 。 ’

甲
·

几 。 ’ , 切

﹃尸,
护

」

其中 为

一 、吩犷 专命
·

、
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式是本文求解的主方程
,

它是积分型非齐次双曲守恒律方程组
。

为书写方便
,

下文

省略了 杯价 项中的下注脚
,

简记为 阳丈
。

二
、

特征值
、

特征向量矩阵及其逆

本节约定 符号 的下标
、 、 、 “ 分别表示 对

、 、 夕

分别表示 矩阵 口
、 、

矩阵
、

为

二 求偏导数 月
、 、

、

的统一表达式

阴 ,

川

口

王二为卜

碗声口

凡如’’凡如甸如

式中

刀二 护一 , 。 , 山 , , 二

、一 刀
, 。 一 , 二 一 丫

, “ 二 , 切

,

刀 厂
, , , , “ 二

, 一 口脚 , ‘二 一 叨阴

刀
。一 , , 一 ,

, , 口 , , , ‘

厂 叨
,

口 厂 切
, 内 一

叨 厂
, “ , , 山

, 二 刀一 刁
, 一

, , 一 , , ,

一
‘ 一叨成口,

, , 一 护

这里 , 为比热比
。

显然当 分别取
, ,

, 二 时便得到相应的
, ,

矩阵
。

通常
,

矩阵

式有五个特征值
,
即

几 兑 几 , “ , 山
’

只 , 几,

几, , 几 一

这里 为声速
。

相应的特征向量矩阵为

口

口

功

口

如’’如

奋

凡鲡试’

这里
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八 了万

了马 了几 十 奚众 一

, 一 , ,

‘ 二 ,

、 ,

, ,

通 , 功 , 一 , ,

‘ 叨 ,

, 、

刀 口 、 ,

,

刀
, 户口 ,

,‘ , ,

上述特征向量矩阵的逆阵为

刀
, 一

‘ 了
封 , 切

,

, ,

、二 一

云 一
二

,

令 一 。
,

”叨尤
,

‘ , 二 侧一

八护一
, ,

刀 户口
, , , 一

口

口

口 生

刀一
,

夕

口

仇 ,

‘

口

口 召

口 弓

阴 山
二

一阴 尤
一 功 ,

一 阴

月口‘

口 ‘ 刀

‘,口口

这里

刀 刀“
, ’

” 八 斌

功 丫一

, 一刀 一口

、 二 阴

,‘ 。二 , 一 , ,

阴 , 一尤 户
,

二 一刀
, 一口

阴 , 一 ,

一 阴 ,

, 一
二 “ ,

。 一 功

一刀
, , 一口

‘ 阴功 , ,

阴 , ,

‘ ’ ‘
一 沐 ”

’ 二

一 切

, , 一 ” , 一十阴

、 、

式正是本文编制程序时所使用的式子
。

文献 〔幻 给出了上述式子的推

导过程
,

文献〔 」给出了二维情况下的相应表达式
。

三
、

的修正数值通量技术

为便干书写
,

本节约定 将
‘

,

, , 。 , ‘ 、
, , , 和

‘, , 。分别简记为
‘ , 和 。 ,
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相应的计算 ‘ , , 和 。时用到的参量也作相应的简写
,

例如计算

这时可简记为
。

下面以 通量为例
,

说明修正数值通量的过程
。

‘通量被修正为户
‘ 在三维情况下其具体表达式为

孟
‘十 ,

【 ‘ ‘十 , 少 ‘十 ,

〕

巾 甲‘ , 甲 , , 中 , , 切‘ , , 〕

式中中的元素 卯
’

是

时要用 ‘, ,

则

在 格式中

衅
·

番 广 广
, , 一 衅

二

誓 ”

。 , 云 ,
·

丢
,

云 ,
一

粤

砂
·

备

理 扩

〔
, , ,

一

合
‘“ ,

‘

‘ 一
“
’

“

, ‘ ,

护衅 丢

甲夸
,

‘

」于丢

粤

铸甲备

丁备

车冬 ‘· 一 ‘

式中 称作限制函数
,

它的构造应满足 格式的充分条件 而 的 称为嫡强迫函

数
,

它的选择使其避免出现膨胀激波
,

避免非物理解的产生
。

本文 函数的选取同

文献〔
,

〕
。

另外
,

矩阵 的特征向量矩阵 与逆矩阵
一 ‘

间有如下关系
一 ‘

〔
‘ , , , , ,

对于数值通量亏与分的表达式也可完全类似地得到
。

四
、

非齐次项的处理

为了得到非齐次双曲型守恒律方程组高分辨率的数值解
,

本文对源项作了如下处理

为了说明限制函数的修改过程
,

不妨将 式写为微分型

汀 二 , 、

二育一 十 一丁 呀一戈 十 戈一
一

一 口 气口 夕
万

如同文献〔 〕所分析的
,

由于有源项口
,

此时的数值通量户虽形式上仍可用 式
,

但这时歹 的计算已不能用 式而必须用下式

歹梦
,

告

其中 是方程组

八
, , ,

代万一 叼 气 丢少 丁
十

鲁十万一 。
‘少“ 丁十香气

, 少厂,

菩

艺
’ ‘
丢 口

‘ 牛口
十 ,

的解
。

式中
’ 。 为列阵

,

,‘ , , ,

值通量云与户的计算

满足
‘ ,

〕

对于数
,

可仿照上述过程完成
。

详细的细节可参见文献仁工
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五
、

主方程离散及推进求解

在引进了 的数值通量并计入非齐次项的影响之后
,

数值求解的主方程可写

为

备 卜
“ 一

咖、
一

必荞
·

”“·

口 品 口

式中户定义为

户一户 口歹 方奚
将方程 用于任一有限体积元 口

‘,

,
, 。上

,

得半离散方程

备
“ ‘, 。 ‘, 。 , 一“ ‘,为。

‘, 。一

鑫
·“

·

、
二二 。‘了左

式完成了对空间离散
,

下步要进行时间推进以得到定常解
。

本文采用了多步 。

法以保证差分格式在时间方向上具有二阶精度
。

边界条件
,

参考了文献〔 〕的处理过程
。

对于有限体积法
,

由于物面边界 简记为厂

上恒有 命
·

花 一 。
,

故只要知道物面上的压力便可算出 式右端项 ‘, 。 , 相对于

其它方法
,

这里边界条件处理较为容易
。

式的数值求解
,

采用了四步
一

法
。

为便于叙述
,

下文用 注意这

里 不代表相对速度 表示 口
‘ , ‘, 项

,

用 注意这里 不代表 的特征向量矩阵 表

示 、 。项
,

式可写为
。 , 。

—
二二二 、

标准的
一

四步格式为
“ ”

叨 。 二 △ 门 一 ‘ , 二

” 十

式中
”

和
’ ‘
分别表示第 与第 川

一

时间步的 值 , ‘ 川 一 ‘ ’表示用 ‘爪 一 ‘ ’计算的残

值 符号
。 一 」一 并不代表 式的值

,

在这里
, , , 。

和
‘

分别取作
、

、

和 △ 为时间步长
,

它与 数成正比 为加速收敛
,

采用隐式残位光

顺加速收敛技术
〔“ ’,

即在
一

法的第二与第四步引进隐式残值光顺步
。

计算

表明
,

隐式残值光顺技术对提高允许的 数十分有效
。

本文在计算时 数可取到

算例表明
,

仅需推进百余步便可获得收敛的流场解
。

六
、

典 型 算 例

为考查本格式对非齐次双曲型守恒律方程组的有效性和它具有的高分辨率特点
,

本

文选用了内流中流场和激波都比较复杂的跨声速压气机转子流场
,

即对 轴流

式压气机转子内的三维跨声速流场进行了计算
。

该转子由 个 型叶片组成 , 设计
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转速 转 分
,

流量为 千克 秒
,

设计滞止压比为
,

叶片前缘顶部直径为

毫米
,

轮毅比为
,

计算取设计工况
,

进 口处相对马赫数沿叶高在 左

右 , 计算时采用贴体网格
,

它用简单几何办法生成
,

即采用沿径向
、

周向
、

轴向定比划

分流道的办法得到
, 、 、

这三族曲面
,

图 给出叶面到叶面 即
,

面
、

叶根到叶

曲面

门门门厂厂厂厂厂厂
门门门亡亡广广户户切切臼臼臼广广广广片片胡胡
口口口七七片片七七栩栩臼臼臼勺勺片片片片切切口口口勺勺门门片片切切门门门门门门门门门用用臼臼臼门门门门勺勺伪伪勺勺勺门门月月勺勺出出口口口口口寸寸寸寸七七

图 投影在平面上的三族空间曲面及计算网格

。

厂是

卜百卜

吕

目匕 目一 二一一一 」一 , 习

‘

一‘﹃

,,

喊
八,

口︸︸一

‘﹄一
肠工︸

九认

一 」

厂榔

。

图

顶 即 面 以及周向截面 即

计算的叶面压力系数与实验的比较

面 上的网格
。

这三族曲面相互交织便得到有限体积法
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中一系列的单元
,

本文选取的单元数 沿轴向
、

周向
、

径向 为 , 图 给出四

个 面 即
, ,

和 相对叶高处的四个回转面 上压力系数 , 即静压

与进口相对总压的比 沿叶面的分布及与实验数据 仁” ’的比较
。

图 给出 截面全场等

马赫线的分布
,

看来它与实验 图形较相

近
。

图 分别给出三个 面 即叶片的吸

力面
,

叶距的
,

面又简称中心 曲

而
,

以及叶片的压力面 上等马赫线的分

布
。 , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , ,

分别为
, , , , , ,

, 。 , , 。 , 。 , ,

, , , , , ,

, 。

图 给出三个典型 面

即
,

和 相对叶高处的回

转而 上捕捉的通道激波的位置
。

图 和

图 中激波的形状和位置反映了激波间断

图 叶高面上等马赫线分布与实验的比较

图

中心 曲面

三个 面上等马赫数线的分布

子面 面

」

图 面上计算出的激波位置 图 沿
,

, 线马赫数的变化

一 , 一 一

而的空间形状和翘曲的状态
。

显然
,

图 中三个 面与中心 面相交得到三条空间曲线
,
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不妨分别称作
, ,

线 注意
,

通常它们不一定是流线
,

图 给出了沿这三条空间曲

线的马赫数分布
,

它反映了沿中心 面上气流的流动
。

整个求解中
,

激波前后没出现
“

低亏
、

过跳
” 、

伪振荡现象
,

即激波前后没有出现大的数值波动
。

计算出的嫡分布也较

为合理
。

计算时选用了大的 数 本文取为
,

采用了隐式残值光滑技术
,

仅推进

了 个时间步
,

残差便下降三个数量级
。

捕捉的激波分辨率较高
,

激波宽度不超过两

个网格间距
,

计算的含激波间断跨声速流场与实验较接近
。

七
、

结 论

本文发展了一种求解非齐次双曲型守恒律方程组的高分辨率格式
。

它结合了

的 概念和他的修正数值通量技术
,

改进了限制函数
,

并用有限体积法离散及多

步
一

法求解
,

成功地求解了带非齐次源项的三维跨声速 方程组
。

典

型内流算例表明 该算法计算稳定
,

能使用大的 数
,

收敛较快
,

推进百余步就能

得到收敛解
,

且捕捉的激波仅占一至两个网格间距
,

具有较高的分辨率
。
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