
 
 
 

 
中国科学 G 辑: 物理学 力学 天文学   2009 年 第 39 卷 第 1 期: 91 ~ 102 

www.scichina.com    phys.scichina.com 

91 

《中国科学》杂志社
SCIENCE IN CHINA PRESS 

取向构元组集模型的弹性损伤理论 

邓守春
①*, 刘金兴

①, 张晶
①, 付强

①, 梁乃刚
①, 卢海星

② 

① 中国科学院力学研究所高温气体动力学实验室, 北京 100190;  

② 军械工程学院研究生院, 石家庄 050003 
* E-mail: dengsc@imech.ac.cn 

收稿日期: 2008-03-25; 接受日期:2008-08-28 

国家自然科学基金(批准号: 10572140, 10232050)和国家科技部项目(编号: 2002CB412706)资助 

  

摘要    “对泛函势”是多种材料势能的很好近似. 在计算材料势能过程中, 分别由对势

和嵌入势抽象出取向构元和体积构元, 这两种构元的能量和就是材料的势能. 材料损伤

的本质是原子键合力的破坏, 由于取向构元是原子间键的抽象, 反映在构元层次上, 损
伤是构元刚度的减小. 组集所有构元的响应函数, 得到了材料的弹脆性损伤本构关系, 
这种基于构元组集的材料本构被称为“取向构元组集”材料模型. 理论分析和数值实验表

明, 本模型具有概念清晰, 物理直观, 以及表示各向异性自然等特点. 
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材料的微观组织结构在外界因素作用下发生改

变[1~4], 该过程发展到一定程度后, 材料内部的微孔

洞等缺陷不断出现, 材料的力学性能劣化, 材料性能

持续劣化到一定程度时, 这些微孔洞微裂纹不断增

加并开始汇合, 继而出现宏观裂纹, 并最终导致失效. 
材料力学性能退化的过程称为损伤过程, 损伤的发

生发展将导致材料的力学性能出现方向性——各向

异性. 
损伤力学是主要研究材料在外界作用下力学性

能劣化过程的学科. 自 1958 年 Kachanov[5]提出“损伤

因子”的概念开始, 损伤力学经过数十年的发展, 已
经取得了令人瞩目的成绩, 并针对不同类型的损伤

提出了众多的理论模型 , 典型的有 : Lemaitre- 
Chaboche 塑性损伤理论[2~4,6~9], Kachanov 蠕变损伤理

论[3,5,8~10]、Rousselier 损伤理论[3]、Gurson 模型[3,11]、

临界空穴扩张比理论[3]、Murakami-Ohno 蠕变损伤理

论[2,3,7,9]、Chaboche 各向异性损伤理论[6]、Krajcinovic

矢量损伤理论[4]以及 Sidoroff 各向异性损伤理论[3,8]

等等. 这些理论模型主要是基于传统连续介质力学[12,13]

知识得到的(Gurson 模型和“临界空穴扩张比理论”基
于细观力学). 但是, 连续介质损伤理论也存在一些

不足: 首先, 损伤的定义不唯一, 这些唯象的定义未

必是物理真实的; 其次, 建立损伤等的演化方程一般

是通过假设一个与之对应的耗散势, 而这个耗散势

的形式具有某种程度的人为性; 重要的是, 建立在应

力(应变)场空间里的连续介质损伤理论公式复杂, 有
些情况下所采取的(对有效应力的)对称化处理缺乏物

理根据, 这在各向异性损伤理论中十分明显.  
原子间的键合力决定了材料的结构以及其内禀的

力学与电磁学等性质[14~16]. 由众多各类原子组成的材

料被处理为“多体系”. 准确求解该多体系需要求解所

有原子的薛定谔方程[14,16,17], 并考虑所有带电粒子(原
子核和电子 )之间的相互作用及其动能 .  然而 ,  由 
Born-Oppenheimer 近似[14,16], 波动方程可以分为两部 
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分: 一部分描述轻的电子而另一部分描述重的原子

核. 由于电子运动远比原子核快而认为其是瞬间平

衡的, 波动方程得以准经典处理而只需要考虑原子

间的相互作用力(各种势理论). 势理论反映了两个或

多个原子间的相互作用规律, 一般表示为原子间相

对位置的函数. 原子间势理论中的参数可以通过拟

和材料参数如弹性常数, 晶格常数, 内聚能, 堆垛层

错能等方法得到. 材料的性质不仅受化学组成而且

受微结构的影响, 微结构在外部作用下演化并改变

着材料的性质. 无论是微结构改变, 损伤或破坏, 从
根本上, 它们都是原子间键合力的改变和破坏[14,15]. 

基于各种势理论对材料性质的研究, 如分子动

力学模拟[14,15,18]得到了长足的发展, 现在模拟的规模

已达到 109 个原子的规模. 从另一个角度, 受限于计

算机的计算和存储能力, 目前所能模拟的原子数目

离实际需要还有相当差距, 模拟的时间也很短暂, 距
离工程应用还有相当距离. 在这种情况下, 直接利用

原子尺度的势理论建立材料的宏观本构模型的方法

变得很有吸引力, 现在, 关于这方面的工作已有一些

代表性的成果: Miller 等人[19,20]建立了“准连续介质

(quasicontinuum, QC)”模型, 它通过与连续介质模型

分区(在塑性滑移或裂纹尖端用准连续介质模型而在

其他区域用连续介质本构)求解的方法, 模拟了裂纹

扩展和塑性等问题; Chen 等人[21,22]建立了分子动力

学量和微形态(micromorphic)理论之间的关系; Gao等
人[23]基于“对势”理论而提出了“虚内键(virtual inter-
nal bond, VIB)”模型并用于断裂问题, 从严格意义上, 
“虚内键”模型是一种结构模型. 

基于“对泛函势”理论[14,16], 本文提出了“取向构

元组集”模型. 由“对泛函势”理论, 材料的势能可近

似表示为原子间的“对势”和“嵌入势”的和. 基于方向

(而不是体积)统计“对势”和, 进而抽象出“取向构元”, 
即, 在所选体积微元中, 平行于该取向构元的所有

“对势”的和作为取向构元的能量; 同理, 由“嵌入势”
而得到了抽象的“体积构元”. 取向构元是典型的一维

构元而承受拉压载荷, 体积构元是典型的三维构元, 
它对静水应力有响应. 材料的本构关系通过几何组

集这两类构元的响应函数(本构)而得到. 既然损伤在

本质上是原子间键合力的变化和破坏, 而取向构元 

的刚度由它所代表的那些原子键的强度决定, 自然

地, 损伤的过程可以由取向构元性质的不断改变代

表. 另外, 损伤所诱导的各向异性实际上是各方向上

原子键破坏程度不同的结果, 它表现为各方向上的

取向构元刚度不一致, 因此, “取向构元组集”模型自

然地描述了损伤及其诱导的各向异性现象. 

1  取向构元组集模型的理论推导 
许多种材料的势能可以表示成“对泛函势”形式. 

对泛函势的一个主要观点是原子的嵌入势能量由嵌

入原子所在处的局域电子密度所决定[14~16]: 
 embedding ( ),E F ρ=  (1) 

上式中, ( )F ρ 为嵌入能量函数, 它用于表征嵌入的原

子与密度为 ρ 的局域电子间的相互吸引作用. 在此, 

可进一步假设第 i 个原子核处的电子云密度为 

 ( ).
j i

i ij
j

f Rρ
≠

=∑  (2) 

显然, 第 i 个原子核处的电子云密度由其周围各原子

的球形对称电荷密度 ( )f R 叠加而成 . 因此 , 函数

( )f R 表示了原子 j 的电子在原子 i 处的分布, 且该

函数只与两原子间的距离 ijR = ( ), ,i j
i j R− =R R  

( )i j≠ 有关, 其中 iR 为第 i 个原子的位置矢量. 由“嵌

入原子”方法, 总的势能有如下形式:  

 
( ) [ ]exact approx, , ( )

1 ( ) ( ),
2

i n i

i j

ij i
ij i

E E

R F

ρ

φ ρ
≠

→

= +∑ ∑

R r R r

 
(3)

 

其中项 ( )ijRφ 表示相距为 ijR 的一对原子间的相互(排

斥)作用势(对势), nr 是第 n 个电子的位置矢量. 

实际应用过程中, 我们最感兴趣的是偏离平衡

位置所引起的改变, 因此, 把初始平衡时的能量处理

为零会带来方便. 对(3)式作 Tailor 展开, 由于是在平

衡位置附近的小扰动, 由虚功原理, 有 tot .
E δ∂

⋅ =
∂

0R
R

 

于是, 由变形引起的势能(应变能)可以表示为(三阶

及以上忽略) 

 ( )( ) ( )

( )

2, ,

,

1
4

U R R
α β

α β α β

α β
φ δ

≠
⎡ ⎤′′= ⎣ ⎦∑  
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在求对势和时, 若选取的材料单元足够大, 由于

原子密度巨大, 原子间相互作用的方向遍布整个空

间; 相反地, 若材料单元内只有数个原子, 则对势的

方向数也少. 这就给我们一个启示: 可基于方向来计

算对势的和! 这也是本文所提模型的一个基本思想. 
显然, 这个过程跨越了数个尺度. 具体地, 为求对势

的和可任意给定一个单位方向矢量 m, 并“建立”一个

该方向上的取向构元, 平行于 m 的所有原子间对势

的和就是该取向构元的能量, 记为 

 

( )( ) ( ){
( )

( )

( )( ) ( )}

, // 2, ,

,

, ,2

1
4

                        .

E R R

R R

α β

α β α β

α β

α β α β

φ δ

φ δ

⎡ ⎤′′= ⎣ ⎦

′+

∑( )
R m

m

 
(5)

 

遍历所有相互作用的原子对, 并建立众多的取

向构元. 这时, 因变形所引起的对势改变 pU 可以用

取向构元表示:  

 

( )( ) ( ){
( )

( )( ) ( )}

2, ,

,

, ,2

1
4

         .

pU R R

R R E

α β
α β α β

α β

α β α β

φ δ

φ δ

≠
⎡ ⎤′′= ⎣ ⎦

′+ =

∑

∑ ( )m

m

 
(6)

 

于是, 单位体积的应变能(密度)可写作如下形式: 

 

( )( ) ( )

( )( ) ( )

( )( ) ( )

( )( ) ( )

2

2

2

2

1
2

1 
2

1
2
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2
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F

E F

F
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α
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α
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α
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α

ρ δρ

ρ δ ρ

ρ δρ
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⎡ ⎤′′= + ⎣ ⎦

′+

⎡ ⎤′′= + ⎣ ⎦

′+

∑

∑

∑ ∑

∑

( )m

m

 

(7)

 

在建立微观位移和宏观变形间关系的过程中 , 
Cauchy-Born 假设[14~16,24~29]起到了桥梁的作用. 该假

设认为微观上的晶格变形具有均匀性并服从局域的

宏观变形梯度, 如图 1 和 2 所示. 记 

 
 

图 1  变形前晶格 

 

 
 

图 2  变形后晶格(Cauchy-Born 假设) 
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将式(8)代入式(7)中, 并考虑 Cauchy-Born 假设, 有 

 ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )

j

2

1
2

1 
2

1 ,
2

i k l

ij kl ij kl

U H m m m m

F

F

α α

α

α α

α

ρ ρ

ρ ρ δ δ ε ε

⎧⎪= ⎨
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⎡ ′′+ ⎢
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⎦ ⎭

∑

∑

∑
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(9)

 

其中 im 是矢量 m 的第 i 个分量. 利用能量等效并与

连续介质力学对比, 得到下面结果: 

ijkl i j k lC H m m m m=∑ ( )m

m
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 ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )2
.ij klF Fα α α α

α α
ρ ρ ρ ρ δ δ

⎡ ⎤
′′ ′+ +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑  (10) 

上式中的第一项由对势得到, 后面两项得自于嵌入

势. 实际上, ( )H m 就是平行于 m 方向的取向构元的

弹性模量. 类似的, 引入体积构元以代表嵌入势的贡

献, 其体积模量为 

 ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )2
.K F Fα α α α

α α
ρ ρ ρ ρ′′ ′= −∑ ∑  (11) 

材料的弹性张量用取向构元和体积构元表达 , 
它是四阶张量, 并满足 Voigt 对称性: ijkl klijC C= =  

.ijlk jiklC C=  进而, 式(10)可以写成如下形式: 

 .ijkl i j k l ij klC H m m m m Kδ δ= +∑ ( )m

m
 (12) 

式(10)和(12)对所有可用“对泛函势”近似的材料都成

立! 只要该材料的原子位移服从 Cauchy-Born 假设.  
由于体积构元的存在, 式(10)得以克服 Cauchy

关系: ijkl ikjlC C= 的约束. 由式(10)可知, 其弹性张量

有 16 个不同的分量, 而有一个对称面的材料其弹性

常数是 13 个, 因此, 这种组集式模型可以很好描述

多种材料.  

2  取向构元组集模型的参数及与其他模型
的比较 

一旦对泛函势函数和晶格构形给定, 则晶体材

料的性质可以直接得到. 真实的材料都是不均匀和

各向异性的, 但许多材料在宏观上又表现为各向同

性, 如金属材料[1,15]. 当所取材料单元足够大, 材料

单元内包含足够多的晶粒, 且晶粒取向均匀分布, 材
料可视为均匀材料, 对势的方向遍布整个空间, 即取

向构元的数目趋向无穷, 方程(7)应写成积分形式, 下
面将进行讨论. 此时, 前面诸式可以写成积分形式: 

( )
( )( ) ( )( ){
( )( ) ( )}

( , )
2, ,

( , )

, ,

( , ) , sin

1
2

                  ,

H H

R R

R R

α β Ω
α β α β

α β

α β α β

θ ϕ Ω θ ϕ ϕ θ ϕ

φ

φ

∈∆

∆ = ∆ ∆

′′=

′−

∑
R

  

(13)

 

这里, Ω∆ 为绕 ( ),θ ϕ 方向的一个小的立体角. 同时, 

有 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )2
, .K F Fα α α α

α α
θ ϕ ρ ρ ρ ρ′′ ′= +∑ ∑  (14) 

因嵌入势只和体积相关, 在小应变情况下, 可认为有 

 ( ), const.K Kθ ϕ = ≡  (15) 

式(10)或(14)的求和形式变成如下的积分形式:  

 ( ) ( ) ( ) ( )
( )

π π
2

0 0
, , , ,

                   , sin d d .

ijkl i j k

l ij kl

C H m m m

m K

θ ϕ θ ϕ θ ϕ θ ϕ

θ ϕ θ θ ϕ δ δ

=

⋅ +
∫ ∫  

(16)
 

式(16)为均匀材料的本构方程. 由于一个取向构元只

代表着该方向上原子间对势的贡献, 因此, 宏观均匀

材料中的取向构元遍布整个空间. 然而, 在数值计算

过程中, 积分转化为离散求和运算, 即, 选取若干代

表性方向并设立相应的取向构元, 经过分析计算发

现, 当平面取 12 个或空间取 46 个取向构元时就能保

证很高的精度, 图 3 和 4 分别给出了平面和空间的取

向构元分布. 其刚度表示为 

 

( )
( )( ) ( )( ){
( )( ) ( )}

( , )
2, ,

( , )

, ,

( , ) , sin

1
2

                 ,

H H

R R

R R

α β Ω
α β α β

α β

α β α β

θ ϕ Ω θ ϕ ϕ θ ϕ

φ

φ

∈∆

∆ = ∆ ∆

′′=

′−

∑
R

 

(17)

 

材料的本构方程仍具有式(10)或(12)的形式. 进一步, 

对各向同性材料, 此时有 ( ),H Hθ ϕ = = const.  

方程(16)在上半个单位球面积分, 得到 

( )2 2 .
15 15ijkl ij kl ik jl il jkC H K Hδ δ δ δ δ δπ π⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (18) 

经比较[12,13], 有 
 

 
 

图 3  取向构元平面离散示意图 
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图 4  取向构元空间离散示意图 
 

 
15 ,
2π

,

H

K

µ

λ µ

⎧ =⎪
⎨
⎪ = −⎩

 (19) 

这里, λ 和 µ 为 Lame 常数.  

这里需要强调指出的是, 在建立本模型时采用

了 Cauchy-Born 假设, 而该假设使用范围有限, 但本

模型可以克服 Cauchy-Born 假设的限制, 如果采用

“修改的”Cauchy-Born 假设[24~29], 如基于积分中值定

理的 Cauchy-Born 假设[24]和高阶型的 Cauchy-Born 假

设 [26]应用于非均匀变形“准连续介质”模型, 它已经

成功用在位错动力学, 塑性滑移和纳米压痕等的分

析与模拟[19,20]; 指数型的 Cauchy-Born 假设[29]成功用

于薄壁碳纳米管的褶皱变形分析中; 考虑温度变化

影响的 Cauchy-Born 假设[27]应用于温度变化显著的

情形等. 值得注意的是, Chen 等人[21,22]用统计力学的

方法证明了当原子位移在统计平均意义上服从宏观

变形梯度的约束则可以建立分子动力学和宏观连续

介质理论之间的联系, 从而进一步扩大了 Cauchy- 
Born 假设的应用范围.  

由于晶粒中原子的规则排列, 原子间的相互作

用方向数目有限, 如体心立方晶格中原子键的作用

方向数为 13 个(只考虑近邻, 次近邻和再次近邻的原

子相互作用), 此时取向构元数目为 13 个, 类似地可

确定面心立方, 密排六方等晶格的原子键方向数目. 
当统计能量的材料单元足够大, 材料可视为均匀材

料时, 此时键的方向数目遍布整个空间. 为便于数值

模拟, 需要选取代表性方向以在这些方向上设立取

向构元. 确定构元数目的基本原则是: 确保原子间对

势能的统计具有足够精度. 计算表明, 对初始各向同

性材料, 平面问题选取 12 个取向构元(图 3)和空间问

题选取 46 个取向构元(图 4)就可以了. 对于由 20 个

正六边形和 12 个正五边形所组成的足球, 球心和这

些多边形的顶点和中心的连线的数目正好是 46 个且

分布均匀(图 4). 对于初始各向异性材料, 各取向构

元的初始刚度不同, 可先依据材料对称性对构元分

组, 再优化求解式(10), 得到各组构元的刚度. 为获

得取向构元的响应函数曲线, 一般采用曲线拟和的

方法进行标定. 具体地, 根据材料的实验曲线, 假设

取向构元的响应函数形式(一般设为分段函数), 然后

作数值优化以匹配实验曲线, 后面的数值算例就是

通过这种方法得到的.  
取向构元组集模型, 虚内键模型和准连续介质

模型有相同的物理基础, 它们都源自原子间势函数

理论. 相对于虚内键模型, 由于在取向构元组集模型

考虑了嵌入势而使得其不受 Cauchy 关系约束; 本模

型与准连续介质模型的分组策略不同, 准连续介质

模型对原子分组的策略是按原子势能大小分组, 取
向构元组集模型依原子键的方向分组, 同时, 本模型

数值实现较准连续介质模型简单. 取向构元组集模

型和“微平面(microplane)”模型[30~33]一样, 它们的基

本研究单位都不是“代表性体元(representative volume 
element, RVE)”, 微平面模型的研究单位是一个个离

散的微平面, 其运动学, 动力学和本构方程(弹性、塑

性和损伤等)都建立在各平面上; 本模型以取向构元

和体积构元为基本研究单位, 材料的本构方程由这

些构元的响应函数组集得到 . “内聚区 (cohesive 
zone)”模型[34~37]广泛用于断裂的模拟, 它可由原子间

势得到. 内聚区模型用内聚区的本构表示材料体积

上的能量耗散, 与之相比, 本模型还可以再现材料损

伤所诱导的各向异性现象等.  

3  取向构元组集模型的弹脆性损伤理论 
在工程结构断裂之前, 其微结构一般会发生显

著的变化. 如混凝土中所出现的微裂纹, 复合材料中

的纤维拔出或脱层, 以及韧性材料中空洞的形成等. 
只有充分考虑了这些微结构的损伤才有可能做出准

确的失效预测, 这种客观需要导致了连续介质损伤

力学的发展, 其中, 断裂被看作材料性能连续退化的

结果. 在连续介质损伤力学中, 通过引入一些场变量
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(损伤变量), 使材料局部整体性的丧失得以显式表达. 
当材料中某处的损伤达到确定的临界值时就认为该

处出现一条裂纹, 裂纹处的材料失去承载能力. 应力

的重新分布会进一步导致裂纹尖端附近的变形集中

及损伤演化, 并且, 该过程区的应力及损伤决定了裂

纹扩展的方向和速度. 这样, 用连续介质力学自然地

描述了裂纹的萌生及增长, 而不是通过引入一些缺

乏联系的断裂准则. 
无论材料微结构演化, 还是损伤和断裂, 从根本

上, 它们都是原子键的改变和破坏, 而取向构元实际

是原子键的抽象. 当原子开始脱键, 对应的取向构元

开始改变其(力学)性质, 如刚度降低, 原子脱键越多, 
则取向构元的刚度改变就越大, 因此,  

 
0

1 ,HD
H

= −  (20) 

其中 D 为取向构元的损伤因子, 0 1;D≤ ≤  H 为它

的当前(损伤)卸载刚度, 而 0H 为对应的初始无损刚

度, 如图 5 所示. 取向构元是一类典型的一维构元, 
它只能承受拉压载荷, 因此它的响应函数非常简单, 
并总可以写成如下形式: 

 ( ) 01 ,m m mH D Hσ ε ε= = −  (21) 

上式中 , 已知 m 为取向构元的单位方向矢量 , 
,  m mσ ε 分别为取向构元的应力和应变. 显然, 有 

 ,m ij i jm mε ε=  (22) 

其中 ijε 为应变场分量. 不失一般性, 拉伸和压缩都

可导致取向构元的损伤, 且损伤规律可以不一样. 由
于取向构元的一维特性, 其损伤是其最大拉伸应变

或最小压缩应变的函数, 拉伸和压缩的损伤阈值分 
 

 
 

图 5  取向构元损伤定义示意图 

别为 crε+ 和 crε− (随着损伤演化而变化). 于是, 损伤

演化方程有下面形式:  
 1 cr 2 cr( ) ( ).D D Dε ε+ −= =  (23) 

对整个变形历史 ( ) ,ij tε  有 

( )( )cr max m tε ε+ = = ( )( )max ij i jt m mε  

和 

( )( )cr min m tε ε− = = ( )( )min .ij i jt m mε  

于是, 取向构元的损伤因子也可以表示为如下形式: 

 ( )( ), ,D D= mQ ε  (24) 

其中 = ⊗Q m m 是取向构元的运动学张量; 而 ( )mε 是

与取向构元相关的特征应变张量(内变量), 对相同的

变形历史, 各取向构元对应的 ( )mε 可不同, 但它使得

( ) ( )cr cr: ε ε+ −= =mQ ε 成立.  

对应地, 有损伤条件: 

 cr
cr

cr

0, ,
( , )

0, .
m

m
m

f
ε ε

ε ε
ε ε

+

−

−   ⎧
= ⎨ −   ⎩

≤ 拉伸时

≤ 压缩时
 (25) 

损伤阈值总和当前应变同符号, 拉伸时有 cr cr ,ε ε+=  

压缩时 cr cr .ε ε−=  

另外, 有 Kuhn-Tucker 条件:  

 ( ) ( )cr cr0, , 0, , 0.m mD f Dfε ε ε ε     =& &≥ ≤  (26) 

若满足单边性条件, 这意味着, 裂纹的闭合效应

不予考虑. 拉伸损伤时压缩损伤阈值也要相应变化, 
反之亦然. 损伤阈值演化由下式给出: 

 cr
cr

d .
d

DD ε
ε

=& &  (27) 

损伤的一致性条件是 

 ( ) ( )cr cr, 0,  , 0 .m mDf fε ε ε ε=   =&& 当 时  (28) 

小位移情况下, 微分式(18), 并考虑式(19), 持续

损伤时有 

 
( ) 0 0

0 0
cr

1

d(1 ) .
d

m i j ij m

m i j ij

D H m m H D

DD H H m m

σ ε ε

ε ε
ε

= − −

⎡ ⎤= − −⎢ ⎥
⎣ ⎦

&&&

&
 (29) 

单个取向构元的应力对整个应力场的贡献为 
 .ij m i jm mσ σ=  (30) 

体积构元的刚度和体积相关, 小变形情形下其
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刚度改变可以忽略不计. 组集所有取向构元和体积

构元的应力, 得到材料本构方程的率形式:  

 

( ) 0 0
cr1

d1
d

           .

sM
s s s s

ij m
s

s s s s
i j k l ij kl kl

DD H H

m m m m K

σ ε
ε

δ δ ε

=

⎧ ⎡ ⎤⎛ ⎞⎪ ⎢ ⎥= − −⎨ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎪ ⎣ ⎦⎩

⎫
⎪⋅ + ⎬
⎪⎭

∑&

&

 

(31)

 

相应地, 其弹脆性损伤切线刚度张量记为 

 

( )ed
0 0

cr1

d1
d

                ,

sM
s s s s

ijkl m
s

s s s s
i j k l ij kl

DC D H H

m m m m K

ε
ε

δ δ

=

⎧ ⎡ ⎤⎛ ⎞⎪ ⎢ ⎥= − −⎨ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎪ ⎣ ⎦⎩

⎫⎪
⎬⋅ +
⎪⎭

∑
 

(32)

 

上面二式中 , 损伤率所诱导的刚度为 0
cr

d ,
dm

DH ε
ε

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

该项只出现在(持续)损伤状态. 这里需要强调的是, 
虽然每个取向构元的损伤因子是一个标量(式(29)), 
但在材料单元层次上, 损伤是完全各向异性的, 见式

(32). 另外, 式(32)也描述了各取向构元的损伤演化

规律不一致的情形, 即它们的
cr

d
d

D
ε

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

不相同, 而这种

材料是各向异性的.  
前面只考虑了取向构元的损伤, 当材料变形较

大并有显著体积改变时, 体积构元的刚度会有显著

变化. 嵌入势本质上是一种库仑势, 它与粒子所带电

荷成正比, 即体积膨胀, 电子云密度降低, 则嵌入势

减小, 相应地, 体积构元刚度变小, 反之亦然. 有 

 ( ) ,iiK K ε=  (33) 

此时的弹性损伤刚度张量变为 

( )ed
0 0

cr1

d1
d

  .

sM
s s s s s s s s

ijkl n i j k l
s

qq ij kl
pp

DC D H H m m m m

KK

ε
ε

ε δ δ
ε

=

⎧ ⎡ ⎤⎛ ⎞⎪ ⎢ ⎥= − −⎨ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎪ ⎣ ⎦⎩

⎫⎛ ⎞∂ ⎪+ +⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟∂ ⎪⎝ ⎠ ⎭

∑

(34)

 

前面在推导弹性损伤过程中没有考虑裂纹的闭

合效应, 即(准)单边性条件. 其实, 在取向构元组集

模型中考虑裂纹闭合是简单的, 因为取向构元只有

拉压两种状态. 设取向构元的闭合系数为α, 记 

 
1,  0,

,  0,
ε

α
α ε
⎧

= ⎨ <⎩

≥
 (35) 

则式(32)成为 

( )ed
0 0

cr1

d1
d

                .

sM
s s s s s s

ijkl n
s

s s s s
i j k l qq ij kl

pp

DC D H H

Km m m m K

α α ε
ε

ε δ δ
ε

=

⎧ ⎡ ⎤⎛ ⎞⎪ ⎢ ⎥= − −⎨ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎪ ⎣ ⎦⎩

⎫⎛ ⎞∂ ⎪⋅ + +⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟∂ ⎪⎝ ⎠ ⎭

∑

(36)

 

4  数值计算方法及算例 
平衡方程为 

 , 0,ij j iFσ + =  (37) 

这里的F系外力矢量. 用有限单元方法求解控制方程

过程中, 必须施加适当的边界条件:  

 ,  ,
,  .

b
u

σ

Γ
Γ

⎧ = ∈⎪
⎨

= ⋅ ∈⎪⎩

u u u
t n tσ

 (38) 

在全域 Ω 对方程(37)作加权积分, 权函数为 S, 
得到控制方程的弱形式: 

 ( ), d 0,i ij j iS F
Ω

σ Ω+ =∫  (39) 

分部积分上式 , 利用散度定理并考虑边界条件 (式
(38)), 有 

 , d d d .i j ij i i i iS S F S t
Ω Ω Γ

σ Ω Ω Γ= +∫ ∫ ∫  (40) 

位移场 u 的有限元离散方式如下:   

, ,

,

,
i ij j

i k ij k j

u N d

u N d

=⎧⎪
⎨ =⎪⎩

 

其中 d 为节点位移矢量 , N 为形函数张量 . 利用

Bubnov-Galerkin 方法[33], 对应的权函数作类似的离

散:  

, ,

,

.

s
i ij j

s
i k ij k j

S N d

S N d

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
 

最终的方程必须满足所有容许节点位移 .sd  具体地, 
有结果: 

 , d d d .ij k ik ij i ij iN N F N t
Ω Ω Γ

σ Ω Ω Γ= +∫ ∫ ∫  (41) 

为构造一致增量－迭代求解过程, 式(41)需作线性化

处理. 考虑上一步结束时的结果, 在迭代步 ,i  节点

自由度写成如下形式:  
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1 ,i i
j j jd d d−= + ∆  

这将导致积分点上的应力具有如下形式:  
1 .i i

kl kl klσ σ σ−= + ∆  

类似地, 有 

( )

1

, ,

,
1 .
2

i i
st st st

st sj t tj s jN N d

ε ε ε

ε

−⎧ = + ∆
⎪
⎨

∆ = + ∆⎪⎩

 

这里必须指出的是, 上标 i 表示增量/迭代步而下标 i
表示张量的分量. 考虑式(31)和上面的 3 个等式, 得
到方程(41)的线性化结果为 

 
( )ed

, , ,

1
,

1 d
2

   d d d .

ij k ikst sp t tp s p

i
ij i ij i ij k ik

N C N N d

N F N t N

Ω

Ω Γ Ω

Ω

Ω Γ σ Ω−

+ ∆

= + −

∫

∫ ∫ ∫
 

(42)
 

将式(42)写成矩阵形式: 

 [ ]{ } { } { } { }ext in, 1 .iK d F F R−∆ = − =  (43) 

其中{ }R 为节点残力列向量, 其他矩阵和列向量的分

量定义如下:  

( )ed
, , ,

1 d ,
2jp ij k ikst sp t tp sK N C N N

Ω
Ω= +∫  

ext d d ,j ij i ij iF N F N t
Ω Γ

Ω Γ= +∫ ∫  

in, 1 1
, d .i i

j ij k ikF N
Ω

σ Ω− −= ∫  

通过拟合实验数据, 我们可以标定取向构元弹

性损伤本构关系. 图 6 是单位长度单元受单向拉伸载

荷作用的示意图, 图 7(a)和(b)分别是对应单元的应力

—应变曲线 [4]和取向构元的应力-应变曲线(构元响 

应函数曲线 ). 计算过程中 , 材料的初始杨氏模量

21400 GPaE = 和泊松比 0.2,v =  圆杆主要发生拉伸

致损伤, 在此, 压缩的影响不予考虑; 原子团间的对

势用 46 个取向构元代表(图 4), 则取向构元和体积构

元的初始刚度分别为
( )0

15 2π
2π 2 1 46

EH
v

=
+

 2907.6 

MPa 和 4458.3 MPa.K −  

单轴拉伸实验可以确定轴向损伤杨氏模量 ,E%  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

11

0 1 1
1

11

1

,

M

kl klk l

F A

A D H m m m m K

E A

α α α α αα

α

σ

δ ε

ε
=

=

⎡ ⎤
= − +⎢ ⎥

⎣ ⎦
≈

∑
%

 

即 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

11

11 11

0 1 1
111

1 .
M

kl
klk l

FE
A

D H m m m m Kα α α α αα

α

σ
ε ε

εδ
ε=

≈ =

⎡ ⎤
= − +⎢ ⎥
⎣ ⎦
∑

%

(45)
 

 

 
 

图 6  单元及边界条件示意图 
 

 
 

图 7  应力-应变曲线 
(a) 单元; (b) 取向构元 

(44)
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同理, 变化着的泊松比 v% 表示为 

 
secant

22 2211
secant

11 1111

,Sv
S

ε
ε

= = −%  (46) 

图 8 是单轴拉伸时横向泊松比-轴向应变曲线.  
 

 
 

图 8  单轴拉伸时横向等效泊松比 %v -轴向应变ε11 曲线 
 

模型的有效性将通过与实验对比的方法予以证

明. 尖劈装置及其装配如图 9 所示. 试件尺寸如图 10
所示 , 试件厚度为  97 mm.t =   材料的杨氏模量为

12400 MPa,E =   泊松比 0.3.v = 取向元的空间分布如

图 4所示, 即 46个取向构元. 取向构元和体积构元的

初始刚度模量分别为 
 

 
 

图 9  尖劈装置示意图[34] 

 
 

图 10  混凝土试件的几何构形图[34] 

 

 
( )

( )
( )( )

15 2 15 1555.2 MPa,
2 46 92 1

4 1
2384.6 MPa.

2 1 1 2

EH
v

v E
K

v v

µ

λ µ

π⎧ = ⋅ =  ⎪ π +⎪
⎨ −⎪ = − =  ⎪ + −⎩





 (47) 

小变形时, 体积构元刚度的变化可忽略不计. 混凝土

材料的抗压强度远远大于抗拉强度, 因此, 可只考虑

取向构元的拉伸损伤而认为压缩不导致损伤, 这对

尖劈实验是合理的.  
取向构元的本构曲线图(应力-应变曲线)由图 11

给出, 图中的两条折线分别表示取向构元本构取为

双折线和三折线本构形式. 图 12 和 13 分别是取向构

元本构曲线图 11 中的不同曲线时试件的载荷—位 
 

 
 

图 11  取向构元的本构曲线图 
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图 12  双折线本构时的计算与实验结果图 
 

 
 

图 13  三折线本构时的计算与实验结果图 
 
移曲线. 与实验结果(离散圆圈表示)比较, 三折线与

实验结果符合更好, 若采用更复杂的本构形式可进

一步拟合实验数据. 文献[34]还给出了基于“内聚区”
模型的数值结果, 见图 12和 13. 对比发现, 取向构元

组集模型和“内聚区”模型都具有很好的精度, 都能很

好预测峰值载荷. 过峰值载荷后, 构元组集模型的结

果下降快一些, 但差别不大. 

5  结论 
本文基于“对泛函势”理论提出了“取向构元组

集”材料模型. 在求对势和的过程中建立了取向构元, 
在求嵌入势和的过程中建立了另一种构元——体积

构元. 材料的性质由这两种构元的性质所确定. 具体

地, 材料的本构方程通过组集所有这两种构元的响

应函数得到, 组集的方法是简单的纯几何方法. 经数

学推导, 得到了广义 Hooke 定理的“取向构元组集”形
式, 从而给广义 Hooke 定理赋予了新的物理解释, 二
者完全等价.  

基于损伤的本质是“原子间键合力不断改变和破

坏”的基本认识, 材料损伤及其诱导的各向异性得以

由取向构元的概念自然地表达. “取向构元组集”模型

的弹性(脆性损伤)张量是典型的四阶张量, 并严格满

足弹性主对称性, 同时, 它的应力和应变都不需要作

特别的对称化处理. 本模型是一个典型的各向异性

损伤模型, 和 Murakami 各向异性损伤模型[3,4,9]一样, 
它们的损伤效果张量都是四阶张量.  

初步的数值实验证明了模型的有效性 . 在塑性

软化和损伤数值模拟过程中, 再现应变局部化并同

时保持物理客观性[38~41](局部化区域宽度有限, 耗散

能有限等)等问题目前尚未得到很好解决 . 当前主  
要采取的方法大致有非局部化方法 [42~44], 梯度理      
论[33,42,44~48]和 Cosserat 模型等[49,50], 采用这些模型虽

然可以(在一定程度上)克服局部化所带来的数值困难

(从数学上, 损伤的产生和演化导致控制方程型态改

变, 如静力问题中椭圆型方程因损伤变为双曲型方

程, 动力问题中的双曲型方程变为椭圆型方程), 同
时它们也将带来一些新的问题(如需要新的边界条件), 
这些新问题的物理解释在进一步发展中, 关于这方

面的工作将作专门论述, 在此从略. 
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