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粘弹体中裂纹演化的细观力学分析
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摘要 :　根据 Eshelby等效夹杂理论研究含残币形裂纹的粘弹体中裂纹张开位移随时间的缓慢增

大以及含裂纹粘弹性体的等效模量随时间的变化·　对于Maxwell粘弹性材料给出了模量随时间变

化的显式表达式 ,结果表明裂纹的缓慢张开使材料模量减小更快·　
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引　　言

众所周知 ,粘弹体中裂纹在外力作用下存在一个开裂孕育时间 ,在这个裂纹孕育时间内裂

纹张开位移 (COD)随时间缓慢变大 ,裂纹长度保持不变 [1 ]·　研究粘弹性体内的裂纹缓慢张开

对认识粘弹性体的断裂行为十分有意义·　再者 ,当前研究含裂纹弹性体模量的文章很多 ,尚未

见到有关含裂纹粘弹体弹性模量的研究工作·　本文将对以上两点进行初步探讨·　

1　粘弹性本构关系

对于三维问题 ,一般将本构关系分解成关于偏量和体量的两个方程[2 ] :

　　 R (D)σkk ( t) = S (D)εkk ( t) , (1)

　　 P(D)σij ( t) = Q (D)εij ( t) , (2)

其中 , P(D) , Q (D) , R (D) , S (D) 是算子 ,D代表 d/ d t ,引入拉普拉斯变换

　　 f̂ ( s) =∫
∞

0
f ( t) e - std t·　

本构关系 (1) 、(2)变为拉普拉斯变换域 ( TD) 内的本构关系 :

　　 R ( s)σ̂kk ( s) = S ( s)ε̂kk ( s) , (3)

　　 P( s)σ̂ij ( s) = Q ( s)ε̂ij ( s)·　 (4)

体积模量和剪切模量分别为 :

　　 kTD ( s) =
1
3

S ( s)
R ( s) , 　μTD ( s) =

1
2

Q ( s)
P( s) ,

相应地 ,弹性模量和泊松比为
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　　 ETD =
9 kTDμTD

3 kTD +μTD , 　νTD =
3 kTD - 2μTD

2 (3 kTD +μTD)
,

拉梅参数λTD = 2μTD νTD

1 - 2νTD 上标 TD表示拉氏变换域·　对于一维问题 ,四参数粘弹性模型

(Burgers model) ,

　　 ETD =
E1η1 ( E2 +η2 s) s

E1 E2 + [η1 E2 + E1 (η1 +η2) ] s + s2η2η1
,

其中 E1 , E2 ,η1 ,η2 为两个弹模和两牛顿体常数 ·　对于 ED-6 树脂 , E1 = 3127GPa , E2 =

118GPa ,η1 = 8 000 GPa. hr ,η2 = 300 GPa. hr·　已知这些常数 ,可对 ETD 进行反演 , E( t) 可

得[2 ]·　

2　裂纹的等效夹杂模拟

首先说明 ,以下是在 TD域内进行分析 ,为使公式简洁 ,除特别指出外将略去上标 TD·　设

在无限大体内存在一个钱币形裂纹 ,其空间域Ω可用下式描述 (见图 1) :

　　
x2

1 + x2
2

r2 +
x2

3

c2 ≤1 , 　 c
r

ν 1 ,

x3垂直于裂纹面·　基体的模量和夹杂的模量分别为 :λ,μ和λ3 ,μ3·　此粘弹体在无限远处

承受一均匀拉力σ∞·　现分析复合体的应力分布·　

假定夹杂中发生一塑性应变εp
33 =εp ,根据 Eshelby等效夹杂理论此弹性应力场可用下式

模拟 :

　　σ11 = σ22 = 2 (λ3 +μ3 )ε11 +λ3 (ε33 - εp) =

2 (λ+μ) (ε11 - ε3
11 ) +λ(ε33 - ε3

33 - εp) , (5)

　　σ33 = 2λ3ε11 + (λ3 +μ3 ) (ε33 - εp) =

2λ(ε11 - ε3
11 ) + (λ+μ) (ε33 - ε3

33 - εp) , (6)

这里ε3
11 ,ε3

11 =ε3
22 ,ε3

33 是本征应变张量·　εij是协调应变张量 :

　　εij = S ijklε
3
ij , (7)

S ijkl是 Eshelby张量 ,对于薄钱币形夹杂 , S ijkl有如下各式
[3 ] :

　　 S1133 =
2ν - 1

8 (1 - ν)
πc

r
, 　S3311 =

ν
1 - ν 1 -

4ν+ 1
8ν
πc

r
,

　　 S1111 = -
13 - 8ν

32 (1 - ν)
πc

r
, 　S1122 = S2211 =

8ν - 1
32 (1 - ν)

πc
r

,

　　 S3333 = 1 -
(1 - 2ν)
4 (1 - ν)
πc

r
·　

将 (7)代入 (5) (6) ,忽略 ( c/ r) 2项 ,我们得到 :

ε3
11 =
εp

D
π

4 (1 - ν)
c
r

[λ3Δμ -

2μ3 (2Δλ+Δμ) ] (2ν - 1) , (8)

ε3
33 =
εp

D
π

4 (1 - ν)
c
r

[λ3Δμ(8ν+ 5) +

2μ3 2Δλ3 (1 - 2ν) + 3Δμ ] , (9)

其中 ,Δλ =λ3 - λ,Δμ = μ3 - μ,
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图 1　钱币形裂纹示意图

D = 2λ3 μ - 2Δμ
ν

1 - ν +

4μ3 Δλ ν
1 - ν+μ +ν·　

将 (8) 、(9)代入 (5) 、(6) ,得到 ,

　　σ11 =
1 + 4ν

4 (1 - ν)
πc

r
εp - 2μ 1 +ν

1 - ν
εp

D
π

4 (1 - ν)
c
r
×

　　　　　　Δμλ3 - 2μ3 (2Δλ+Δμ) (2ν -

1) , (10)

　　σ33 = -
μ

2 (1 - ν)
πc

r
εp·　 (11)

可以看出 ,σ33与夹杂的弹性模量无关·　这是由于夹杂非常薄略去了 ( c/ r) 2项的缘故[4 ]·　于

是 ,式 (11) 对任意模量夹杂或裂纹均成立·　由εp产生的应变能为 :

　　 E =
π2 rc2

3
μ

1 - ν
ε2

p·　 (12)

外力势为 :

　　V = -
4πr2

3
σ∞εp·　 (13)

总势能为 : F = E + V·　 (14)

为确定εp ,令5 F/ 5εp = 0 ,得到εp =σ∞/ [ (πc/ 2 r) (μ/ (1 -ν) ) ]与 (11) 比较 ,得知σ∞ = - σ33 ,

这正好满足裂纹域内应力为零的条件 :

　　 (σ∞ +σ33) | Ω = 0·　 (15)

能量释放率可由式 G = -
5 F

5 (πa2)
导出 :

　　G =
2
π

(1 - ν)
μ r (σ∞) 2·　 (16)

根据应力强度因子和能量释放率的关系式 , K2 = 2μ/ (1 - ν) G ,得到应力强度因子 :

　　 K = 2σ∞ r
π·　 (17)

此外 ,可以想见 ,裂纹张开位移 (COD)可由方程δ = 2 cεp计算·　于是 ,

　　δ =
4 (1 - ν)
π

rσ∞

μ·　 (18)

从 (16) 、(18)可知 ,由于μ在时间域内随时间变小 ,所以 ,在定常外力作用下粘弹体内裂纹的能

量释放率 G和裂纹张开位移δ随时间缓慢增大·　

如前所述 ,式 (18)中μ是在拉普拉斯变换域的量 ,要求时间域的裂纹张开位移δ( t) 需作

逆变换 ,其实 , (18) 很容易进行逆变换 ,例如对于Maxwell体 ,

　　μ( t) =μexp -
tμ
η0

,

其中 ,η0 ,μ分别为Maxwell体的粘性参数与剪切模量·　于是 ,

　　δ( t) =
4 (1 - ν)
π

rσ∞

μexp -
tμ
η0

·　 (18)′
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显然 ,δ( t) 是时间的增函数·　

3　裂纹体模量

根据文献[5 ] ,对于含单向排列钱币形夹杂的复合材料 ,其垂直裂纹面方向的等效模量

E33等于 (这里已换为本文的符号与坐标) :

　　
E33

E
=

1

1 +
f1

f0

4 (1 - ν) r
πc

·　 (19)

其中 , f 1 , f 0分别为夹杂和基体的体积分数·　这里 , E , E33均为时间的减函数 ,且具有相同的函

数形式·　

采用 Budiansky等[6 ]关于裂纹密度的符号 ,

　　η = Nr3/Ω ,

得到

　　 f 1 =
4
3
πcr2 N/Ω =

4 c
3 r
πη,

N 是裂纹个数 ,Ω是总体积·　(19) 变为 :

　　 E33 =
E

1 +
16
3 f 0

(1 - ν2)η
·　 (20)

因为 f 0 = 1 - f1 , f 1与裂纹厚度 c成正比 , c = ci +δ( t) ( ci是初始裂纹张开位移) ,于是

　　 E33 ( t) =
3 f 0 E( t)

3 f 0 + 16 (1 - ν2)η
=

3 1 -
4[ ci +δ( t) ]

3 r
πη E( t)

3 1 -
4[ ci +δ( t) ]

3 r
πη + 16 (1 - ν2)η

·　 (21)

其中 ci为裂纹的初始厚度·　可见 ,含裂纹粘弹体的有效模量 E33将随时间变小 ,原因有二 ;一

是基体模量 E随时间变小 ;二是裂纹张开位移随时间变大·　

4　结　　论

对粘弹体内裂纹演化进行了粗浅的分析 ,给出了能量释放率 G和裂纹张开位移δ的显式

表达式 ,由于式中只有μ的一次项 ,所以很容易进行反演 ;讨论了含裂纹粘弹体的等效模量随

时间变化 ,指出在开裂孕育时间内 ,裂纹缓慢张开促使等效模量更快变小·　
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Micr omec ha nics Analysis on Evol ut i on of Crac k

i n Visc oelas t ic Ma t e rials

ZHANG Shuang- yin

( Instit ute of Mecha nics , Chi nese Academy of Sciences , Beiji ng 100080 , P R Chi na)

Abs t ract : A preliminary analysis on crack evolution in viscoelastic materials was presented. Based on

the equivalent inclusion concept of micro- mechanics theory , the explicit expressions of crack opening

displacementδand energy release rate G were derived , indicating that bothδand G are increasing

with time . The equivalent modulus of the viscoelastic solid comprising cracks was evaluated. It is

proved that the decrease of the modulus comes from two mechanisms : one is the visco- elasticity of

the material , the other is the crack opening which is getting larger with time .

Key words : visco- elasticity ; crack ; micro- mechanics
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