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摘 要：强激波和 强接 触间断的数值模拟一直是计算流体力学里一个 富有挑战性 的课题，它们是很 多实际流动 

的基础。三阶迎风紧致格式是一种具有较高分辨率的高精度方法，但是在计算激波时仍有数值振荡产生。本文根 

据数值解的群速度特性，在三阶迎风紧致格式的基础上提出了一种群速度控制格式，使得能够正确模拟含有强 

激波和强接触间断的复杂流动。在此基础上构造 了求解包含大压力比和密度比的二维界面问题的数值方法。计 

算结果表 明，方法对激波和接触间断的分辨效果是令人满意的。 
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1 引 言 

为求解多尺度非定常的复杂流动，特别是含有 

强激波和强接触间断的非定常复杂流动，具有高精 

度的紧致格式受到了人们越来越多的重视n。]。紧 

致格式对于高波分量而言，具有较小的耗散和色散 

误差，而且相对于其它类型的格式，紧致格式使用 

了较少的网格基架点，具有较高的精度和分辨率。 

现有的一些格式，在计算激波时将有数值振荡产 

生，为了克服数值振荡，人们发展了很多有效的激 

波捕捉方法，其 中包括 TVD，ENO，WENO等方 

法 。 

现有的一些高分辨率格式多是直接从数学观 

点出发而构造的，对激波取得了很好的捕捉效果， 

但是对接触间断的捕捉还有待进一步改进。为此， 

通过分析研究数值解的群速度以改进对激波和接 

触间断的捕捉效果和分辨率是一个很好的途径。 

数值解的群速度对物理解群速度的逼近程度 

反映了数值方法的分辨率效果n一“]。文献[3]根据 

数值解的群速度，分析了数值解的行为特征。文献 

[1，4]参照数值解的群速度把格式分为3类：快型 

(FST)，慢型(SLW)和混合型(MXD)。对于慢型格 

式，数值振荡出现于激波之后；快型格式，数值振荡 

出现于激波之前；混合型格式，振荡出现于激波两 

侧 ，但主要出现于激波之前。 
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本文在三阶迎风紧致格式的基础上，利用数值 

解的群速度特性和迎风紧致格式的固有耗散特性 

构造了一种三阶精度的群速度控制格式，基本抑制 

了数值振荡的产生。 

在求解Euler方程的过程中，文献[4]的群速 

度控制参数是依赖于一个控制变量压力的控制参 

数，本文提出了基于压力、密度和速度三者加权的 

群速度控制参数。Harten的TVD格式[5 采用了5 

个网格点，在光滑区具有二阶精度，在极值点和拐 

点处精度降为一阶；本文所构造的群速度控制格 

式，计算简单，精度高，且所用的网格基架点少。 

Riemann问 题 是 气 体 动 力 学 中 的经 典 问 

题[7 ，在初始时刻，流体可以分成两种相邻的状 

态，每种状态具有均匀的速度、压力和密度，常见的 

Sod问题就是Riemann问题的一种。随着时间的发 

展，初始间断分解为激波、接触间断和稀疏波的组 

合。它的正确求解对于新的数值方法的构造以及认 

识含有复杂间断类型的多尺度复杂流动，都有着很 

深刻的意义。 

为验证方法对大密度比的接触间断和强激波 

的分辨 能力，数值 模拟 了大 密度 比和压 力比的 

Riemann问题，证实了方法的有效性。 

2 数值解的群速度 

给定一个差分格式，可以求出它的耗散误差、 

色散误差和数值解群速度，它们反映了该差分格式 

数值解行为特征。 

为了简便起见，考虑如下模型方程及其对应的 

半离散化方程： 
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(a)耗散误差 

(a)Dissipative error 

(b)色散误差 

Co)Dispersive eITor 

Groupvelocity 

图 1含一个自由参数的紧致差分格式的误差分析 
Fig．1 Error analysis ofcompact difference scheme with one free parameter 

警+ 一0，厂一㈨ c—const．(1) 
丝at+ 一 o (2) ’△ ⋯  

其中 是对 的差分逼近。设c>0，下面分析差 

分逼近式(2)数值行为特征。取初值为 

“( ，0)一 exp (ikx) (3) 

则式(1)的精确解为 

“( ，f)一e[ik( 一“)] (4) 

同样 ，可以求出式(2)的准确解为 

“(Ij,t，一唧[一c kr r]eXp[ 是( ，一c ] 
(5) 

式中 Ot— kAx。波包以群速度传播 ，数值解群速度 

定义为 ‘] 

D(口)一 百dki(a) (6) 

对于方程(1)的精确解，有k，一0，k 一口，D(口)一1。 

参照式(5)，可以不难求 出各种差分逼近式 的 k ， 

k。和 D(a)，进而可以分析研究它们的数值行为特 

性。 

对于如下含有一个 自由参数的紧致差分格式 

一

盯F + +詈F，+(÷+盯)F，I 一 一盯F + +专F，+【专+盯J F，I 一 
(詈 +吉 ) 一2盯 2 (7) 

其中差分算子： 

li— ll— f L， f|一 l ï 一 {i 

一 寺( + )， 一 

图1给出了格式(7)的耗散误差、色散误差和 

群速度 k，，ki和 D(口)随参数 盯和 口变化情况，可以 

alpha 

(c)群速度 

(c)Groupvelocity 

看出格式对于低波分量数值解都有很好的逼近精 

度。随波数的增加数值解偏离于准确解 的程度加 

大。这种偏离导致数值解中对应于不同波数的分量 

产生错位，从而导致非物理振荡的产生，群速度说 

明了这种波束是如何传播的。 

此外，相比于同阶精度的普通差分格式，紧致 

格式使用了较少的网格基架点，具有较小的截断误 

差和更大的正确模拟的波数模拟范围。 

3 群速度控制格式 

文献[43首先提出了群速度控制方法，改善了 

激波的捕捉能力。其基本思想是 ：为抑制数值振荡 

的产生，要求 所构造的格式在波 前是慢型格式 

(SI W)，而在波后是快型格式(FST)。从而可以抑 

制数值振荡的产生。 

对于如下差分逼近式 ： 

。jF|+l+ JF J+ 7 JF卜_1一 d J ( 

对于正迎风的情况，即C> 0时，有 

一一盯 丢， ：专+ 1一盯 { 。 。 

y，一寺+盯二告 

，

一 (詈 +吉 ) 一2[盯，-4+- 1、，~ +一盯 { ]厂 
当 C< 0时，有 

{一言，p，一号一盯 {+盯_+{ 。 U 0 ‘ 
y，= 盯『+ 

， 一 (-言_ +吉 ) 一2[ { 一盯 { ] 
其中 

号一±O"0[1±7oSS(ui+~)"]PPs+~Ic l(9) 
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P 1一 l Pj+ l--P j l (1O) 
“ 一sign( · ) Ⅲ 

计算 中常数 盯。，y。取值范围为 1≤ 盯。≤ 2， 

0．8≤y。≤ 1，PPj+ 是一控制变量，SS(“)称为激 

波结构函数Ⅲ。通过上述的参数控制，就可以使得差 

分逼近式(8)在波前呈 SLW 型格式的特性，而波后 

主要呈现 FST型格式的特性。在计算中一般取： 

SS(“)一 sign[-(uj+1一Uj) 

(“ +2一 Uj+1一Uj十 Ur1)] (12) 

由式(9)和式(10)可知，在解的光滑区有 + 

～  ，格式具有一致的三阶精度，在极值点处精度 

降为二阶。 

4 Euler方程的差分逼近和数值算例 

4．1 Euler方程的求解 

现将群速度控制方法应用到非线性 的 Euler 

方程组L4 的求解之 中。利用 Steger—Warming矢通 

量 分裂方法可将 Euler方程进行迎风分裂，然后利 

用差分逼近式(8)来离散分裂后的正负通量，并通 

过式(9)来控制数值解中的群速度，以达到捕捉激 

波的效果。对于式(10)中的P ，不同于文献E4]，本 

文取作压力、密度和速度的加权值，这样能够取得 

对激波和接触间断更好的分辨效果。 

同 时，时 间 方 向 采 用 具 有 三 阶 精 度 的 

Runge—Kutta方法进行求解。 

4．2 数值算例 

下面给出两个典型一维算例，以检验本方法的 

器 

正确性。计算中式(9)控制参数盯。和 7。分别取为 

4．2．1 一维定常激波解 

采用具有三阶精度的群速度控制方法求解一 

维Euler方程，计算区域为[0，1]，网格点数为201， 

计算初值如下： 

ID一 1，U： 1，P一 1．57 当 z≤ 0．25时 

ID一 0．5，U一0，P=0．57 当 z> 0．25时 

初始时刻激波位于 z： 0．25处，激波马赫数 

为 Ma 一 2，匀速向右推进。图 2给出了t一 0．15 

时的计算结果，可以看出，计算结果是令人满意的。 

国[]pressurel1 ． ．4} l 言 I 

詈 ： —— 

6

0 5I 象 0．’} Il丑王珏丑王旺H五田氏珏王玉] ．} 自 e 2 自 自 自0自自自函 
0．3 

0．2 

0．1 

0．0 

图 2一维定常激渡解 

Fig．2 One—dimensional steady shock wave 

4．2．2 一维 Sod问题 

计算方法和参数选取同上，计算区域为[0，1]， 

网格数为 201，计算初值如下给定 ： 

ID一 1，／1— 0，P一 1 当z≤ 0．5时 

ID一 0．125，／1— 0，P一 0．1 当z> 0．5时 

图 3给出了t一 0．14时的计算结果以及相同 

初值下的精确解、文献E4]结果。可以看出，本方法 

对激波和接触间断的捕捉效果是很好的。 

图3(a)sod问题 (压力 ) 图3CO)Sod问题 (密度 ) 

Fig．3(a)Sod problem(pressure) Fig．3 Co)Sod problem(density) 

0．0 0．2 0．4 0．6 0．8 1．0 

图3(c)Sod问题 (速度 ) 
Fig．3(c)Sod problem(velocity) 

GVCI为本文的群速度控制格式。GVC2为文献 【4】的群速度控制格式 
GVC1：GVC schemein presentpaper，GVC2：GVC schemeinRef．4 
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5 二维 Riemann问题的计算 

本文求解的 Riemann问题，具有很大的压力 

比和密度 比，这样将产生很强的接触间断和强激 

波，在计算中控制参数 和y。的取值同上。 

5．1 Riemann问题 1 

这个问题的计算区域为[0，2]*[0，2]，网格 

划分为 400*400，初值给定可参见示意图 4，图中 

zo= Y0= 1。 

其中 

lD1— 0．5313，P1— 0．4，“1— 0， 1— 0 

lD2一 一 1．0，P2一 P4— 1|0 

“2一 4— 0， 一 4— 0．7226 

lD3— 0．8，P3— 1．0，“3— 0， 3— 0 

这里给出的初值，包含有 1、2区之间和 1、4区 

之间的两个弱激波(Ma一 1．51)和 2、3区之间和 

4、3区之间的两条滑移线。随着时间的发展，在中 

心处的两个相交激波向计算区域的右上方前进 ；同 

时，在两个相交激波的后面，产生了一对弯曲的反 

射激波，为一马赫反射。 

图 5给出 t一 0．52时刻的计算结果。在右上 

角，反射激波之间有稀疏波和接触间断产生。左下 

0 

1 

p2， ， ， pl，pl， l， l 

3 4 

p 3，P3， ]， 3 p．， ‘， ，v‘ 

图4初值示意图 
Fig．4 Sketch ofinitial value 

方的两个滑移线，其基本形状保持不变，只是在两 

个滑移线的相交处 ，由于反射激波的作用，产生了 
一 个向右下方的突起的接触间断。特别地，对于计 

算 区域右上方的流动结构，文献E73指出，采用 

Van Leer矢通量分裂方法计算出的激波结果与规 

则反射类似，不能很好地分辨出马赫反射来。本文 

的计算结果和文献E73采用二阶精度的有限体积 

法结果基本一致，比较好地捕捉到了这一马赫反 

射，从图 5(b)中可以看到两个三波点之间的马赫 

干，而且本文对左下方滑移线的捕捉效果 ，要好于 

文献[7]的计算结果。 

5．2 Riemann问题 2(双马赫反射问题) 

计 算 区域 为 [0，1]*[0，1]，网格 划分 为 

400*400，初值给定同文献[7]，分布见示意图 4， 

其中zo— Yo一 0．8。 

这里给出的初值，各个子区域之间都是满足正 

激波关系的，其中子区域 1、2，1、4之间的激波马赫 

数为 Ma一 2．1；子区域 2、3，4、3之间的马赫数为 

Ma 一 3。 

本问题中有两对不同的激波在中心处相交，激 

波向左方和下方运动，在其后相交地方产生一对反 

射激波。从图 6可以看出，由于入射激波强度较大， 

图5(a)压力分布t=0．52 
Fig．5(a)Contours ofpressure t=0．52 

图6(a)压力t=0．6 

Fig．6(a)Contours ofpressure t=0．6 

图 5(b)密度分布 ，=o．52 

Fig．5(b)Contours ofdensity t=0．52 

图6(b)密度t=0．6 

Fig．6(b)Contours ofdcnsity t=0．6 
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反射波阵面发生了折断，同时接触间断发生了较大 

的扭曲，这是一种典型的双马赫反射现象。在计算 

区域的中心部分产生了比较复杂的流动结构。在图 

6(b)中，由于右上方是高密度区，左下方为低密度 

区，在激波的作用下，高密度气体进入低密度气体， 

产生了蘑菇状钉子结构。 

以上结果表明本文构造的差分格式对非定常 

强激波和非定常大密度比的切向间断都有很好的 

分辨能力。 

6 结 论 

根据数值解中产生非物理振荡的原因，通过分 

析数值解的行为特征，在含一个自由参数的紧致格 

式的基础上构造了具有高精度的群速度控制方法。 

格式具有三阶精度，极值点处精度降为二阶。同时， 

利用该方法，数值模拟了几种不同类型的Riemann 

问题，特别 是具有大 密度 比和大压 力 比初值 的 

Riemann问题。 
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Group velocity control scheme and two—dimensional riemann solver 

I IAN Bao-lin， FU De—xun ， M A Yan-wen 

(LNM，Institute of Mechanics，Chinese Academy of Sciences，Beijing 1 00080，China) 

Abstract：It is fl challenging work to simulate flows with strong shock waves and contact discontinuities 

in the field of computational fluid dynamics，which are the basic elements of many practical flows．The 

3 order upwind compact scheme is of the character of high precision and high resolution，but numerical 

oscillations Occurs when it is used to simulate shock waves．In this paper，according to the characters of 

group velocity，one group velocity control(GVC)scheme was constructed based on the 3 order upwind 

compact scheme， which can simulate the complex flows with strong shock waves and contact 

discOntinuities correctly． Based on the GVC scheme。a numerical solver was constructed to simulate 

two—dimensional interface problems of high pressure and density ratio．Numerical results show that it is 

an effective method to identify shock waves and contact discontinuities． 

Key words：compact scheme；group velocity control；two—dimensional riemann problem 
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