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自适应光学系统的模式法数值模拟3
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摘　要　建立了利用模式法 (Zern ike多项式展开法)对自适应光学系统进行数值模拟的理论模型,

编制了计算程序, 并与激光大气传输计算程序衔接起来, 进行了大量数值模拟计算。首次发现:

存在泽尼特 (Zern ike)多项式展开的最佳项数, 大于一定项数的展开式的效果迅速变坏, 竖排和斜

排的泽尼特多项式展开有类似的结果, 文献中认为可以采用的 15项泽尼特多项式展开的效果不

好, 最佳项数随着横向风速的增加而减小, 在风速较大时最佳项数下的模式法结果稍好于直接斜

率控制法的结果。

关键词　自适应光学,　数值模拟,　泽尼特多项式展开。

1　引　　言
众所周知, 自适应光学 (AO )系统可以实时地检测和校正畸变的位相波前, 显著地改善

光波在湍流大气中传输的效果, 从而在天文和激光传输等领域得到广泛的应用[ 1～ 4 ]。对于自

适应光学系统中经常使用的H artm ann2Shack (H S)波前传感器, 实现波前复原适宜采用模式

法和直接斜率控制法[ 5 ]。作者专门研究了自适应光学的直接斜率控制法数值模拟[ 6 ] , 本文将

只涉及模式法。虽然在国外文献中提到对自适应光学系统已作了不少理论模拟计算工作[ 7 ] ,

但具体的报道很少, 且没有详细的算法和结果。

2　理论模型
在自适应光学系统的三个组成部分 (波前探测, 波前复原, 波前校正)中, 模式法与直接

斜率控制法的差别只在于波前复原采用了不同的控制矩阵。下面只具体推导模式法的控制矩

阵, 其它内容可以参见文献[6 ]。

用泽尼特多项式对信标光经过湍流大气后畸变了的位相波前 Ω(x , y ) 进行展开, 得到

Ω(x , y ) = a0 + ≤
n

k= 1
akZ k (x , y ) (1)

式中 Z k (x , y ) 为第 k 阶的泽尼特多项式[ 8 ] , n 为泽尼特多项式展开的最高项数。

将上式在 X 和 Y 方向上进行微分, 并在各子孔径上平均, 可得
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用矩阵的形式可以写成 G = D A (3)

其中m 为H S传感器的子孔径的数目, G 为畸变的位相波前所对应的斜率矩阵, A 为其泽尼

特多项式展开系数矩阵, 变换矩阵D 的元素为

Z x k ( i) =
1

S i κ
S i

5Z k (x , y )
5x

dx dy ,　　　Z y k ( i) =
1

S i κ
S i

5Z k (x , y )
5y

dx dy (4)

其中 S i为第 i个子孔径的面积, κ
S i

为在第 i个子孔径上的积分。

矩阵方程 (3)为一个过约束面积, 变换矩阵D 的行数 2m 通常大于列数 n。它的解可表示

为

Aϖ = D + G (5)

其中D + 为D 的广义逆矩阵, 可以用奇异值分解法求出。Aϖ为方程的一个最小二乘解。

所对应的经复原的位相波前为

Ωθ (x , y ) = ≤
n

k= 1
aλkZ k (x , y ) (6)

　　重要的是得到与位相波前 Ωθ (x , y ) 相应的控制信号, 即变形镜的各驱动器的驱动量。假

设变形镜的驱动器的影响函数为

R j (x , y ) =
2Π
Κ exp {ln a [ (x - x j ) 2 + (y - y j ) 2 ]öd 2} (7)

式中 a 为驱动器间的耦合率, Κ为光波波长, d 为驱动器的间距, x j 和 y j 为第 j 个驱动器的坐

标。这样, 变形镜的面形可以表示为

Ωm (x , y ) = ≤
t

j = 0
V jR j (x , y ) (8)

式中 t为变形镜驱动器的总数, V j为第 j个驱动器的驱动量。若希望得到的是变形镜补偿位相

波前 Ωθ (x , y ) , 所以最好的情况为

κ
S

[Ωm (x , y ) - Ωθ (x , y ) ]2 dx dy = κ
S

[ ≤
t

j = 1
V jR j (x , y ) - Ωθ (x , y ) ]2 dx dy = m in (9)

其中积分号表示在变形镜的镜面上的积分。用最小二乘法求解上式, 可以得到

≤
t

g = 1
V gC jg = B j (10)

C jg = κ
S

R j (x , y )R g (x , y ) dx dy ,　　　B j = κ
S

Ωθ (x , y )R j (x , y ) dx dy (11)

即 CV = B (12)

　　把 (6)式代入 (11)式, 可得

B j = ≤
n

k= 1
aλkκ

S

Z k (x , y )R j (x , y ) dx dy = ≤
n

k= 1
aλkZ rk ( j )

即 B = Z rA
ϖ (13)
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从而有 CV = Z rA
ϖ,　　或　　V = C - 1Z rA

ϖ

把 (5) 式代入可得 V = C - 1Z rD
+ G = V gG (14)

V g = C - 1Z rD
+ (15)

其中 (15)式就是所求的控制矩阵。在一个实用的自适应光学系统中, H S 传感器和变形镜的

布局已经确定, 当选定泽尼特多项式展开的项数之后, 控制矩阵就完全确定下来。只要由传

感器测出信标光的畸变的位相波前的斜率矩阵G , 就可以由 (14) 式得到校正所需的各驱动器

的驱动量V。应该提到的是, 模式法的控制矩阵和直接斜率控制法的控制矩阵是不同的, 泽

尼特多项式展开的项数不同, 控制矩阵也是不同的。

3　数值计算
与文献[6 ]类似, 本文以湍流大气中的激光传输作为自适应光学系统进行相位补偿的对

象和对补偿效果的检验, 对实际场景进行了数值模拟计算: 把对自适应光学的模式法模拟计

算程序与湍流大气中的激光传输模拟计算程序[ 9 ]连接起来, 采用经大气湍流畸变了的位相供

自适应光学系统补偿用; 利用多相屏法考虑湍流大气对光波传输的效应; 采用 von Karm an

谱描述湍流; 采用湍流冻结假设考虑自适应光学系统的延迟时间的效应; 对自适应光学系统

的模拟计算可以包括对波前相位补偿的迭代计算; 采用长时间曝光 Streh l比 (以下简称 S 比)

作为评价光束传输效果的品质参数; STRCC 为光心环围能量 S 比。

控制矩阵V g由三个矩阵Z r、D + 和C - 1构成。在计算V g的过程特别是计算其组成矩阵Z r

和D 的矩阵元时, 要用二维变步长的 Sim p son 公式计算大量的面积分, 耗时甚多。经过仔细

的考察, 以对感兴趣的计算结果 (最后集中体现为带自适应光学相位补偿的激光大气传输的

S 比的数值)没有明显的影响的前提下, 在计算中采取了一些优化措施: 首先, 发现三个矩阵

的矩阵元对计算误差限的敏感程度很不相同, 在大量数值实验的基础上, 对三个矩阵采用了

不同的误差限, 并且, 在一些情况下把计算误差取得较高, 从而显著地提高了计算效率。其

次, 通过对矩阵元的计算次数的仔细观察, 发现大量时间耗费在个别矩阵元的计算上, 而矩

阵元的数目很多, 个别矩阵元的计算准确与否对于最终结果的影响很小, 特别是当该矩阵元

的数值很小时 (而对这些矩阵元的计算耗时又特别多)更是如此。从理论上进行了分析, 并在

计算实践上得到证实, 对这些矩阵元的计算在进行到一定次数之后, 强迫停止计算, 这样不

仅明显加快了计算, 而且不会加大总计算误差。为此, 在作第一维积分时, 使积分次数达到

某一定值或者计算误差小于所要求值时结束对该矩阵元的计算。如果在总的积分次数达到一

定值之前没有“自然”收敛, 就人为地使计算误差限加大, 使计算强迫收敛。但这种处理只限

于第一维积分的计算, 第二维积分的计算仍保持“自然”收敛。第三, 在计算 Z r 的矩阵元时,

采取了另外一种特殊的优化: 将整个的面积分分成有序的几部分来分别计算, 再叠加在一

起。采用这些优化措施使计算效率提高了几十倍。

4　结果和讨论
在文献中泽尼特多项式的排列有两种形式, 为了方便, 称之为竖排[ 10 ]和斜排[ 5 ] , 它们的

项数的对应关系列于表 1, 当项数大于 12时, 两种排法所包括的泽尼特多项式的项有所不

同。对于各种不同项数的竖排和斜排的泽尼特多项式展开, 可以分别算出它们的控制矩阵

V g , 再对不同湍流强度和某个湍流强度下的不同次湍流实现算出带有自适应光学相位补偿的
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大气传输 S 比。对于 61单元自适应光学系统的模式法计算结果汇总于图 1～ 5中 (只列出了

STRCC)。图 1～ 4, 点线为直接斜率控制法, 实线为斜排结果, 符号和虚线为竖排结果。图 5

中实线为直接斜率控制法结果, 圆圈为斜排结果, 数字为最佳项数, 十字为竖排结果, 括号

中的数字为竖排的最佳项数。计算条件为: 1 km 水平传输, 聚焦光束, 信标光 1. 06 Λm , 主

激光 1. 315 Λm , 10个相屏, 61单元自适应光学系统 (48个子孔径) , 驱动器间距 8. 2 cm。

T ab le 1. T he tw o differen t arrangem en ts of the Zern ike po lynom ia l (T he upper line co rre2
sponds to the declined arrangem en t, the low er line co rresponds to the vert ica l a r2
rangem en t)

nm 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

0
0
0

3
3

8
10

15
21

24
36

35
35

48
78

1
1, 2
1, 2

6, 7
6, 7

13, 14
15, 16

22, 23
28, 29

33, 34
45, 46

46, 47
66, 67

61, 62
91, 92

2
4, 5
4, 5

11, 12
11, 12

20, 21
22, 23

31, 32
37, 38

44, 45
56, 57

59, 60
79, 80

3
9, 10
8, 9

18, 19
17, 18

29, 30
30, 31

42, 43
47, 48

57, 58
68, 69

74, 75
93, 94

4
16, 17
13, 14

27, 28
24, 25

40, 41
39, 40

55, 56
58, 59

72, 73
81, 82

5
25, 26
19, 20

38, 39
32, 33

53, 54
49, 50

70, 71
70, 71 95, 96

6
36, 37
26, 27

51, 52
41, 42

68, 69
60, 61 83, 84

7
49, 50
34, 35

66, 67
51, 52 72, 73 97, 98

8
64, 65
43, 44 62, 63 85, 86

9
53, 54 74, 75 99, 100

10
64, 65 87, 88

F ig. 1 V ariat ion of streh l rat ion in

differen t tu rbu lence realiza2
t ion w ith term num ber of

Zern ike po lynom ial expan2
sion. V = 0; r0 = 5. 82 cm ,

C 2
n = 10- 13. 5 m - #ä

F ig. 2 V ariat ion of Streh l rat io in

differen t tu rbu lence realiza2
t ion w ith term num ber of

Zern ike po lynom ial expan2
sion. C 2

n = 10- 14 m - #ä , r0 =

11. 61 cm

F ig. 3 V ariat ion of Streh l rat io of

average of 50 tim es tu rbu2
lence realizat ion w ith term

num ber of Zern ike po lyno2
m ial expansion
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F ig. 4 V ariat ion of Streh l rat io of average of 50 tim es

tu rbu lence realizat ion w ith term num ber of

Zern ike po lynom ial expansion at differen t

transverse w ind speed ( by m eans of modal

m ethod w ith declined arrangem en t)

F ig. 5 Comparison of compu tat ional resu lts by m eans

of the modal m ethod w ith op tim um term num 2
ber to the resu lts by m eans of the direct w ave2
fron t gradien t con tro l m ethod at differen t

transverse w ind speed

　　计算实验表明: 对于这两种排列方法都存在泽尼特多项式展开的最佳项数; 当展开项数

为比此最佳项数大的某个数值时, 模式法计算结果陡然下降; 而在最佳项数附近有一个相对

比较平缓的峰值 (即在最佳项数附近不同项数的模式法计算结果接近) ; 在最佳项数下竖排和

斜排的模式法计算结果基本相同, 但最佳项数值本身有所不同; 并且, 在最佳项数下的竖排

和斜排的模式法计算结果与直接斜率控制法的结果在合理的范围内相符。在一定的横向风速

下, 对不同的湍流强度和一定湍流强度下的不同次湍流实现都有类似的规律; 对于不同的横

向风速, 也有类似的规律; 但在相同的横向风速和湍流强度下, 对于不同次的湍流实现, 最

佳项数不尽相同, 竖排与斜排的最佳项数也有差别, 并且, 最佳项数附近的峰值有时有明显

的起伏; 当对多次湍流实现进行平均之后, 在最佳项数附近的峰值相当平缓; 对多次湍流实

现进行平均所得到的最佳项数与每次湍流实现的最佳项数有所不同。

本文也对 37单元的自适应光学系统进行了模式法计算。发现, 也类似地存在泽尼特多项

式展开的最佳项数, 并有与上述类似的规律性结果。但是, 这种条件下的最佳项数显著地小

于 61单元系统的最佳项数。对于不同的自适应光学系统, 规律是: 子孔径数目越少, 泽尼特

多项式展开的最佳项数越低。文献[ 11 ]采用了 15项的泽尼特展开式进行自适应光学系统的

模式法相位复原。由图中所示出的结果可以明显地看出, 至少对于本文的 61单元系统来说,

15项的泽尼特多项式展开不可能给出正确的结果。

姜文汉基于物理概念上的分析提出: 当横向风速较大时, 采用项数较少的泽尼特多项式

展开进行相位复原可能会得到较好的校正效果。本文在不同横向风速下进行了大量数值模拟

计算, 由图 4和图 5可以看到, 泽尼特多项式展开的最佳项数随着横向风速的提高而逐渐降

低, 在横向风速较小 (小于 5 m ös)时, 最佳项数基本不变, 风速更高时, 最佳项数明显减小。

在较高的横向风速下 (大于 7 m ös) , 最佳项数的泽尼特多项式展开法的校正效果变得比直接

斜率控制法要好一些, 显示出当横向风速较大时, 采用项数较少的泽尼特多项式展开进行相

位复原确实可能得到较好的校正效果, 但是, 这种改善不是很大。

作者对于与中国科学院光电技术研究所姜文汉院士的多次有益的讨论, 深表谢意。

7011期 严海星等:　　自适应光学系统的模式法数值模拟



参 考 文 献
[1 ] R. Y. T yson,　P rincip les of A dap tive Op tics, A cadem ic P ress, N ew Yo rk, 1991
[2 ] 周仁忠 (主编) , 自适应光学, 北京, 国防工业出版社, 1996
[3 ] 姜文汉, 严佩英, 李明全等,　自适应光学实时大气湍流补偿实验. 光学学报, 1990, 10 (6)∶558～ 564
[ 4 ] C. A. P rimm erm an, T. R. P rice, R. A. Zo llars et a l. , 　A tmo spheric2compensat ion experim en ts in

strong2scin t illa t ion condit ions. A p p l. O p t. , 1995, 34 (12)∶2081～ 2088
[ 5 ] W enhan J iang, H uagu iL i,　H artm ann2Shack w avefron t sensing ans w avefron t con tro l algo rithm. P roc.

S P IE , 1990, 1271∶82～ 93
[ 6 ] 严海星, 张德良, 李树山,　自适应光学系统的数值模拟: 直接斜率控制法. 光学学报, 1997, 17 (6)∶

758～ 764
[7 ] P. B. U lrich, L. E. W ilson et a l. , 　P ropagation of h igh2energy laser beam s th rough the earth′s atmo2

spher. P roc. S P IE , 1990, 1221
　　P. B. U lrich, L. E. W ilson et a l. , 　P ropagation of h igh2energy laser beam s th rough the earth′s atmo2

sphere Ê . P roc. S P IE , 1991, 1408
[8 ] M. Bo rn, E. W o lf,　P rincip le of Op tics. (pergamon, L ondon, 1980, Sec. 9. 2 and A pp. V II
[9 ] 严海星, 李树山, 孙原隆,　大气湍流中激光传输的理论模拟计算. 中国激光, 1992, 19 (12)∶936
[10 ] R. J. N o ll,　Zern ike po lynom ial and atmo spheric tu rbu lence. J. O p t. S oc. A m , 1976, 66 (3)∶207～

211
[ 11 ] M. A. V on Bokern,　D esign of a linear quadralic gaussian con tro l fo r an adap tive op tics system. 1990,

AD 2A 230547
　　D. J. A nderson,　LQ G con tro l of a defo rm ab le m irro r adap tive op tics system w ith t im e delayed m ea2

su rem en ts. 1991, AD 2A 243623

Num er ica l Sim ula tion of An Adaptive Optics System by M ean s
of M oda l W avefron t Recon struction

Yan H aix ing　　Chen She　　Zhang D eliang　　L i Shu shan
( Institu te of M echan ics, T he Ch inese A cad em y of S ciences, B eij ing 100080)

(R eceived 16 D ecem ber 1996)

Abstract　A theo ret ica l m odel of num erica l sim u la t ion of an adap t ive op t ics
(AO ) system by m odal w avefron t recon st ruct ion ( i. e. by m ean s of the Zern ike
po lynom ia ls expan sion) is p resen ted and the co rresponding com pu ter p rogram is
com p iled. T he AO com pu ter p rogram is com b ined w ith ou r sim u la t ion com pu ta2
t iona l p rogram of a tm o spheric p ropagat ion of laser beam to carry ou t a lo t of
sim u la t ion com pu ta t ion s. It is found fo r the f irst t im e tha t there is an op t im um
term num ber of Zern ike po lynom ia ls expan sion. W hen the term num ber of
Zern ike po lynom ia ls expan sion is h igher than a certa in value, resu lts becom e
w o rse very qu ick ly. Zern ike Po lynom ia ls expan sion s of vert ica l a rrangem en t and
declined arrangem en t can give qu ite sim ilar resu lts. 15 term s of Zern ike po lyno2
m ials expan sion w h ich is though t u sab le in the w avefron t recon st ruct ion in liter2
a tu re, in fact can no t g ive a co rrect resu lt. T he op t im um term num ber gets low 2
er as t ran sverse w ind speed is la rger and the resu lts of AO phase com pen sa t ion
by m ean s of the m odal w avefron t recon st ruct ion w ith op t im um term num ber are
sligh t ly bet ter than tho se by m ean s of the d irect w avefron t grad ien t con tro l
m ethod.
Key words　adap t ive op t ics, 　num erica l sim u la t ion, 　Zern ike po lynom ia ls ex2

pan sion.
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