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摘要 　　应用紧致有限差分 ———Fourier 谱方法求解三维不可压 Navier2Stokes 方程

组 ,数值研究尾迹型流动的三维演化和旋涡位错. 计算中在来流剖面中引入局部展

向非均匀性. 数值结果表明流动的不稳定性发展导致三维旋涡涡街流场. 局部非均

匀性引起涡街间 (沿展向)在频率、相位及强度上的差异. 在非均匀区中产生并形成

大尺度链状旋涡位错结构. 用数值模拟详细描述了旋涡位错的形成与特征.
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圆柱尾迹转捩研究因有重要的理论与实际意义而受到极大关注 ,Williamson 对前期工作已

有很好的评述[1 ] . 实验研究表明 ,在 Reynolds 数 ( Re)从 180 到 260 范围内 ,尾迹三维转捩的基

本特征是在近尾迹出现波长分别为 3～4 倍柱径 ( Re≈180) 和 1 倍柱径 ( Re≈230) 的小尺度流

向涡结构 ,称为模式A 和模式B ,它们对应了 Strouhal 数与 Re 数关系曲线上的两次间断. 圆柱

绕流的二维周期流动的三维线性稳定性的理论分析和数值模拟分析[2～4 ]证明上述两个 Re 数

是尾迹流动出现长波不稳定和短波不稳定的临界值. 因此两种模式流态的出现是三维线性不

稳定性发展的结果. 在有限扰动影响下圆柱尾迹的三维转捩还可能出现别的诸如“涡黏附模

式”(vortex adhesion model) [5 ]等 ,近来 Henderson[6 ] ,Persillon 和Braza[7 ] , Ling[8 ]以及 Karniadakis 和

Triantafyllou[9 ]等对圆柱尾迹三维不稳定性的非线性发展与湍流转捩作了一系列深入的数值研

究 ,刻画了流动模态转捩与竞争 ,流动物理量的时2空演化以及向湍流过渡的可能出现的不同

的动力学途径.

除了上述 ,Williamson[10 ]的实验研究进一步发现尾迹转捩还包含出现有一系大尺度、不同

类型、形态复杂的图斑状旋涡结构 ,称之为“旋涡位错”. 旋涡位错是在展向具有不同脱落频率

单元 (cell)间形成并在下游发展演化. 旋涡位错在圆柱尾迹的自然转捩中也可以看到 ,但有随

机性. 这些结构的出现对应了尾迹中速度的不规则、间隙特性 ,与 Roshko[11 ] ,Bloor [12 ]早期发现

的尾迹转捩特征一致. 指出了旋涡位错是尾迹向湍流转捩的一种新的物理机制. 许多由柱体

直径变化或来流剪切或柱体端部条件变化等流动条件展向不均匀性引起的尾迹三维性研究表

明 ,旋涡位错是这类钝体尾迹的一个基本特征. 这些流动有共同的特征 ,即 Strouhal 频率沿展

向都发生变化 ,而这种变化又紧密地与三维旋涡动力学行为关联着 ,尾迹流动终究会通过旋涡

撕裂等形成一种复杂的旋涡位错重联结构来调节 Strouhal 频率的这种变化. 文献 [ 13～18 ]对
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上述尾迹三维性的实质作出了重要探讨 ,提供了相关实验研究的详细结果 ,但目前对其动力学

过程和机制的认识和刻画还很不够. 旋涡位错或类似现象还可在其他重要流动中发现 ,如剪

切层的时空发展[19 ] ,Taylor 涡系 , KÀrmÀn 涡街流动[20 ] ,甚至 Rayleigh2Bernard 流动[21 ]等. 边界

层流动中湍流斑及其扩展与 Williamson 报道的旋涡位错图像与展向攀移十分相似[10 ] . 因此旋

涡位错是一类有普遍意义的关于流动转捩机制的非线性现象.

国际上关于旋涡位错的研究绝大部分是实验观测. 流动显示给出了多种不同类型的旋涡

位错形态和发展图像 ,测量了尾迹中的频率变化和压力脉动. 但对旋涡位错的形成和三维特

征 ,动力学机制和过程 ,实验流动显示难以提供详细信息 ,缺乏深入的研究. 一些理论研究用

Van der2Pol 振子方程[22 ] ,Ginzburg2Landau 方程[23 ,24 ]以及 G2L 方程与实验测量结合[25 ]的方法再

现了圆柱尾迹中旋涡的 cell 结构 ,旋涡相位位错图案 ,刻画了其动力学演化过程 ,取得了重要

结果. 但这一类从模型方程出发的图案动力学研究结果还不能完全代表真实的实际流动情

况. 至今为止国际上还没有关于旋涡位错的数值研究发表. 从流动的基本动力学 (N2S) 方程

出发 ,用精细数值解深入研究典型尾迹流动中的旋涡位错的形成机制、结构特征和模式、演化

规律和动力学以及流动发生转捩的特征是十分重要的. 在本文中作者将首先着重于对旋涡位

错的形成与特征进行数值研究. 为了避免和减少对直径不同的圆柱旋涡脱落复杂现象的大规

模数值计算 ,我们研究一种在展向具有局部非均匀性的尾迹型流动的非线性发展和空间非均

匀发展. 这种尾迹型流动是取自圆柱尾迹流动的流向速度时均剖面而其动量亏损在展向有局

部不均匀性. 根据“计算的可简化性”(concept of computational reducibility[26 ]) ,只要得知圆柱尾

迹不稳定位置上的流向速度时均剖面 ,流动的发展将可再现柱后的 KÀrmÀn 涡街 ,因此我们可

以预计所研究的尾迹型流动将演化为沿展向不同特征的涡街流动 ,从而进一步开展对旋涡位

错的深入研究. 对实际柱体尾迹中的旋涡位错研究和分析将在后续工作中介绍.

1 　紧致有限差分2Fourier 谱方法

旋涡位错是发生在三维开放型流动中的大尺度流动结构 ,应对它们作时间2空间模式的数

值模拟. 这意味着数值计算应在充分大的计算域中进行以模拟大尺度结构在下游的演化 ,同

时赋以正确的入口与出口边界条件. 为此我们提出了紧致有限差分与 Fourier 谱方法相结合

的高精度高分辨率数值方法用以求解不可压缩三维 Navier2Stokes 方程组. 该方法的详细论述

可参见作者前期发表的文章 (文献[27 ,28 ]) . 下面给予简洁的介绍.

假设流动在展向具有周期性边界条件 ,所有流动变量 ( u = { u , v , w} , p 等) 若以 <表示 ,

可展开为有限项 Fourier 级数 :

<( x , y , z , t) = ∑
N
2 - 1

m = -
N
2

<m ( x , y , t) ·e - i mβ·z , 　　m = -
N
2

, ⋯,
N
2

- 1 , (1)

其中 N 为截断指数 ,β为展向波数. 由原始的三维不可压质量连续方程与 Navier2Stokes 方程

可得第 m 阶各阶 Fourier 分量方程 ,N2S 方程组动量方程的无量纲形式为

5 um

5 t
+ Fm [ ( u · Δ) u ] = -

Δ2
m pm +

1
Re

Δ2
m um , 　　m = -

N
2

, ⋯,
N
2

- 1 , (2)

公式中长度、速度、压力与时间变量都已分别以流动的特征长度 d , 来流特征速度 U0 , 特征动压
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头 1
2
ρ0 U2

0 (ρ0 为来流密度)及特征时间 T0 = d/ U0 无量纲化. 而 Δ

m ≡
5

5 x
,

5
5 y

, - i mβ ,

Δ2
m

≡
52

5 x2
,

52

5 y2
, - m2β2

, Fm [ ( u · Δ) u ] 为 N2S 方程中非线性对流项的 Fourier 转换 , Re =

U0 d/ν,ν为运动黏性系数. 对方程组 (2) 的时间离散 ,本文用下述三阶显式隐式时间分裂方

法[27～ 29 ] :

u′m - ∑
J

i
- 1

q = 0

αqun- q
m

Δt
= - ∑

J
e

- 1

q = 0

βqFm [ ( un- q · Δ) un- q ] , (3a)

u″m - u′m

Δt
= -

Δ

m pn +1
m , (3b)

γ0 un+1
m - u″m

Δt
=

1
Re

Δ2
m un +1

m , (3c)

其中 u′m , u″m分别是速度的中间计算值 , J i , J e 为对应计算格式精度的参数 ,αq ,βq 和γ0 为权重

系数. 对于三阶格式精度 ,这些参数值分别是[29 ]

J e = 3 , J i = 3 , α0 = 3 , α1 = -
3
2

, α2 =
1
3

,β0 = 3 , β1 = - 3 , β2 = 1 , γ0 =
11
6

.

　　对上述方程组的空间离散 ,方程 (3a) 右端的非线性项 ( Fm) 本文用伪谱方法计算 ,在物理

空间计算此对流项时用五阶迎风紧致格式[27 ,28 ] . 考虑黏性项的速度方程 (3c) 以及压力方程

(3b)都可表达为 Helmholtz 型方程 ,其一般式可写为

52 <

5 x2
+

52 <

5 y2
- b< = f . (4)

非齐次项 f 包括 Fourier 系数 um 对 x 或 y 的导数 ,本文是参考文献 [30 ] ,用六阶中心紧致差分

格式计算. 为了与计算 Fm 及 f 的高精度的近似格式相匹配 ,并满足数值稳定性与收敛性的要

求 ,对 Helmholtz 方程的离散计算也必须采用高阶隐式差分算法 ,为此本文提出下述九点四阶

紧致格式[27 ,28 ] :

10 ( <1 + <3) - 2 ( <2 + <4) + ( <5 + <6 + <7 + <8) - 20 <0

(Δx) 2

+
10 ( <2 + <4) - 2 ( <1 + <3) + ( <5 + <6 + <7 + <8) - 20 <0

(Δy) 2

- (8 <0 + <1 + <2 + <3 + <4) b

= (8 f 0 + f 1 + f 2 + f 3 + f 4) .

上述杂交组合方法不仅能提供高精度高波数分辨率 ,而且可灵活地处理复杂的边界条件.

来流速度剖面取为

U ( y , z) = 1. 0 - a ( z) (2. 0 - cosh ( by) 2) e - ( cy)
2

, (5)

这是一个圆柱近尾迹流向速度时均剖面. 参数 a = 1. 1 + 0. 4e - z
2

, b = 1. 1 , c = 1. 2 是参考

直接数值模拟解[9 ]和实验测量[31 ]获得. a ( z) 表示对二维圆柱尾迹附加的一个局部的三维扰
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动. 在 z = 0 的展向中心处速度亏损最大 ,离开中心处速度亏损的非均匀性呈指数型衰减到

零 ,来流接近于二维特性. 它可以比拟在圆柱上有一个小环形成的柱径局部非均匀性的影响.

图 1 给出 z = 0 及 16 两个展向位置上的时均流向速度剖面.

对于压力边界条件 ,从方程 (2)和 (3)可得下述半离散表达式 :

5 pn +1
m

5 n
= n · -

5 um

5 t
+

1
Re

Δ2 un+1
m - ∑

J
e

- 1

q = 0

βq Fm [ ( un - q · Δ) un - q ]

= n · -
5 um

5 t
-

1
Re

Fm [

Δ×Ωn ] - ∑
J

e
- 1

q =0

βq Fm [ ( un - q · Δ) un - q ] , (6)

图 1 　尾迹型来流速度剖面

———展向两端位置上的来流速度分布 ; ⋯⋯展向中心位

置速度分布

其中 Δ2 u ≡ Δ

D -

Δ×Ω, Ω ≡ Δ×u , D ≡ Δ·u .

在每个计算时间步 ,令 Dn+1 ≡0 , 并用 Δ×Ωn 近

似代替 Δ×Ωn +1 , 在边界上无散度条件可以得到

很好满足.

对于有限计算域 ,对不可压缩开放型流动转

捩计算如何正确地给定出流边界条件目前还研究

得不够充分. 一般来说 ,应使出流边界条件十分

接近于不存在边界时的自由空间中的流动情况 ,

否则在边界上所施加的扰动波将向上游传播 ,影

响内区流动计算的精度. 近来 Jin 等[32 ]提出了一

种类似于经典波动方程的无反射型出流条件. 它

具有对流非线性和黏性耗散的机制且能与内区的

N2S 方程解匹配. 经过初步计算我们发现 ,这类

无反射型出流条件的性能对于具有涡波相互干扰的开放型外部流动的模拟是合适的. 因此本

文将其推广到三维情况 ,提出下述在物理空间流动应满足的无反射型出流条件 :

5 u

5 t
+ u

5 u

5 x
=

1
Re

52 u

5 y2
+

52 u

5 z2 . (7)

我们也注意到在本文结果完成的时候 ,文献 [33 ]也给出了相似的边界条件. 求解 Fourier 谱分

量的边界条件应为

5 um

5 t
+ Fm u

5 u

5 x
=

1
Re

52 um

5 y2
- m2β2 um . (8)

计算中方程 (8)应与内区 N2S 方程联立求解.

本文计算中 Re 取为 200. 在流向 x ,纵向 y 及展向 z 的计算域分别为 60 , 30 , 30. Fourier

级数的截断指数 N = 32. 在 x2y 平面内的网格点数为 122 ×62.

2 　数值结果

本文数值结果将首先介绍 (5)式表达的尾迹型流动的时空演化及由展向局部非均匀性引

起的流动三维性的总体特征. 然后 ,详细描述旋涡位错及其在中心区一个很狭的区域内形成

的大尺度链状旋涡重联结构.
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本文数值结果证实了三维尾迹型来流流动的不稳定性. 图 2 给出了 t = 89 ,74 两个不同

展向位置上的展向涡量等值线图. 可以看出流动空间演化的 3 个阶段 :即在上游 ,流动中出现

不稳定性波动 ,而后旋涡卷起 ,在下游处形成规则的 KÀrmÀn 涡街. 在展向边缘 ,即 z = 16 处 ,

涡街的波长近似为 5 倍特征长度 ,与通常圆柱后的涡街相似. 然而在展向中心 , z = 0 处 ,涡

街的波长与宽度比远远小于正常 KÀrmÀn 涡街 ,似乎只是一排具有相反符号而相继排列的涡

列. 这一特征意味着跨过展向中心区存在有一种特珠的三维旋涡结构. 注意到这两个位置上

图 2 　x2y 平面上展向等涡量图
(a) z = 0 ; (b) z = 16

的旋涡卷起并不同时发生 ,涡街也并不在相同的空间下游位置上形成. 因此涡街的旋涡运动

沿展向存在着相位差异. 对相应上述两个展向位置上的速度分量 v ( t) 的时间序列作谱分析 ,

得到两个独立频率. 在展向中心 z = 0 处频率为 f c = 0. 1346 , 而在展向两边 , f b = 0. 1538.

这两个独立频率对应了图 2 (a) , (b)所示的两个涡街. 在中心处的频率低于展向边缘处 ,这与

一般实验结果 ,如文献[34 ]的结果正好相反. 在实验中由于柱体端部的安装 ,受端部边壁的影

响 ,那里旋涡脱落的频率总是低于柱体展向中心处的值 ,而在本文计算中不存在端部影响. 此

外 ,由于两个独立频率的相互作用 ,谱分析给出了两者的耦合和频 f c + f b . 图 3 (a) , (b) 给出

不同流向位置上的脉动流向速度 ur m s剖面. 比较这两个展向位置上的 ur m s分布可以看到 ,在

上游 ,在纵向位置 ( y) 的中心区域 ,尤其是图中很黑的区域 ,脉动能量急速增长 ,它表明了流动

不稳定性的非线性发展 ,将导致涡街的形成. 图 3 (a) , (b) 两个 ur m s的分布特征与图 2 (a) ,

(b)两个涡街相对应. 同时 ,从脉动能分布的不同也看出了两个涡街间的明显差别 ,表明在展

向中心区有特殊的旋涡结构形成. 上述诸种结果表明尾迹型来流的时空发展导致一个三维旋

涡涡街流场 ,来流展向局部非均匀性使旋涡的相位与频率沿着展向改变 ,尤其在展向中心一个
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图 3 　x2y 平面上流向脉动速度均方根值 ( urms)剖面

(a) z = 0 ; (b) z = 16

狭窄的非均匀区内. 而且 ,我们稍后将要讨论 ,这一局部非均匀性会使旋涡强度在跨过中心区

时发生显著变化. 因此在紧挨的相邻的旋涡涡街之间产生旋涡位错. 可以预见尾迹流动将会

调节交界面上这种变化并形成旋涡位错重联结构.

图 4 (a) , (b)给出了在 y = 0 及 y = 1 在 x2z 平面上的展向涡量等值线图. 在这两个图上

具有相反符号的展向涡沿下游是相继交替排列着. 在展向的中心区可以看到展向涡向着流向

弯曲变形 ,并与跟随其后紧邻的涡相联接. 这表明流向涡已经形成 ,并在展向涡之间发展形成

了某种“桥”状的旋涡重联. 然而在远离展向中心的区域展向涡呈现出二维涡卷的性态.

为了解三维旋涡位错结构的详细特征 ,图 5 给出了三维涡量等值面分布 ,这是在计算域内

在计算时刻 t = 89. 74 时的旋涡结构图. 由图可知存在着两个明显不同的区域. 在展向中心

外区 ,涡卷近似为直管 ,呈现二维展向涡特征. 但在中心区 ,出现了大尺度链状三维复杂旋涡

结构. 总体来看 ,沿流向有周期性 ,其波长与 KÀrmÀn 涡波长相同 ,沿展向呈对称分布. 旋涡结

构的形态特征包含有原有展向涡向着流向的明显变形和撕裂. 被撕裂出来的涡丝向流向弯

曲 ,并形成流向涡环. 而且进一步与跟随其后的具有相反方向的涡卷相联接 ,形成一种跨涡街

联结的旋涡位错重联模式.

图 6 是大尺度旋涡结构形成时旋涡撕裂过程的俯视近观. 图中可清楚地看出旋涡的撕裂

与重联. 旋涡的这种明显的形态变化诱导产生了展向速度 ,该速度又将使旋涡结构沿展向扩

展.

基于旋涡动力学我们可以对大尺度链状旋涡结构的形成作出机理解释. 由于紧邻的涡街

间旋涡存在着相位和频率上的差异 ,因此展向涡从展向中心向两边的连接必须是通过倾斜过
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图 4 　x2z 平面上展向等涡量图 (0 < | ωz | < 1. 45)

(a) y = 0 ; (b) y = 1

渡的途径 ,因此出现主涡向流向的歪扭变形. 此外 ,从来流剪切剖面可以估计出每个截面流动

不稳定演化而形成的旋涡的强度. 可以证明旋涡强度将沿展向变化 ,从中心处的最大值急剧

地减到展向边缘处的一个常值. 由于流动中环量守恒 ,在旋涡展向交界面联结处多余的环量

必定要从较强的涡中分离出来并在该主涡诱导速度的作用下向流向弯曲. 当主涡符号为正

时 ,它的诱导速度使分离出来的涡丝从主涡上方绕过并弯向流动方向 ,形成图中所看到的在上

方的流向涡环. 相继的从负涡分离出来的涡丝就从该涡的下方绕过并弯向流动方向 ,形成图

中在下方的流向涡环. 为此 ,沿流动方向看来形成了起伏波浪式的链式旋涡重联结构. 这些

结果与直径非均匀柱所形成的尾迹相比有一些相同的特征 ,即涡线必定是连续不间断的 ,原来

是平行柱轴的展向涡 ,或多或少地向流动方向弯曲变形. 这些特征首先是由 Gerrard 指出而后

在Lewis 和 Gharib 及 Williamson 等人的实验研究中得到进一步的验证. 现在本文由数值模拟

给出了详细结果及其形成的动力学过程. 但在本文的数值研究中旋涡流动是由尾迹型流动的

不稳定性发展形成的 ,旋涡位错是在 KÀrmÀn 涡街这样一种非线性波动中产生的. 因此旋涡位

错的具体特征及形成的动力学过程与柱体尾迹中的情形有所不同. 本文计算还证实了旋涡位

错形成过程中会诱导产生沿 (柱)轴向的展向速度. 在靠近涡核处有较大的轴向速度 ,这些结

果在性态上与文献[10 ]所报道的圆柱尾迹中旋涡位错产生的现象是一致的. 展向速度将导致

旋涡结构的展向扩展 ,引起旋涡结构几何形态的变化. 为节省本文篇幅相关内容不再在此详

述.
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图 5 　三维等涡面图 (| ω| = 0. 15) 及展向中心区域的大尺度链状旋涡位错

在旋涡位错结构内 ,可以看到原来的展向涡发生向流向的显著变形与歪扭并形成倾斜涡卷 ;展向

涡的撕裂、向流向的弯曲并形成流向涡环 ;流向涡环与紧邻的展向涡连接 ,形成跨涡街重联. 在

展向外缘处 ,旋涡显出二维涡卷的特征. 图上中心区较亮的地方定性表示该处有较大的展向速

度 ,它是由旋涡位错诱导产生的

图 6 　大尺度旋涡位错形成过程中的旋涡撕裂局部近视图

流动由上而下 ( | ω| = 0. 15) . 涡上较亮的部分与图 5 所述相同

920　　 中 　　国 　　科 　　学 　　(A 　辑) 第 31 卷

© 1994-2009 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net



3 　结论

本文用三维不可压缩 Navier2Stokes 方程组的直接数值模拟 ,揭示了具有局部展向非均匀

性的尾迹型流动中形成的大尺度链状旋涡位错. 数值结果证实了尾迹型剖面流动的不稳定

性. 不稳定性的非线性发展与空间非均匀变化导致一个三维旋涡涡街流场. 尾迹型来流流动

中在展向狭小区域内所引入的局部非均匀性使旋涡涡街沿展向在频率、相位及强度上发生变

化 ,发生旋涡位错. 给出了在所计算的时间空间范围内在跨过展向中心的非均匀区内形成大

尺度链状旋涡重联结构. 该结构沿流向呈现周期性 ,在展向对称. 本文对大尺度链状旋涡重

联结构的特征 ,如展向涡的变形与撕裂 ,撕裂涡的弯曲与流向涡环的形成等作了详细的描述与

刻画. 对形成的动力学机理作了讨论. 对尾迹旋涡位错这一方面问题 ,尚有许多数值研究和

理论分析工作需做 ,这是我们后续的研究课题.
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